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Capitolo 1

Pream b olo

Una delle idee più geniali del XX secolo è senza dubbio la r elatività gener ale : la

teoria del macr o c osmo c he studia la gr avitazione vista come proprietà geometrica

dello sp azio-temp o asso ciata alla sua curv atura.

Questo la v oro, sv olto tra il 1907 e il 1916, costituisce la tappa più imp ortan te della

carriera del �sico tedesco Alb ert Einstein, noto a tutti p er la sua famosa form ula:

E = mc2
.

Sull'altro piatto della bilancia c'è la �sic a quantistic a : la teoria del micr o c osmo

altrettan to a�ascinan te c he, assieme a quella sviluppata da Einstein, costituisce la

�sic a mo derna : una v era riv oluzione, c he ha elev ato al massimo grado sul piano

delle inno v azioni quella scienza c hiamata �sic a .

1.1 Prefazione

Questo testo ha lo scop o di presen tare in mo do didattico e completo i principi di base

e le idee su cui si fonda questa teoria relativista, nonc hé approfondire la struttura

matematica c he la costituisce. V errà inoltre in tro dotto un n uo v o tip o di geometria,

non più euclide a , c he p ermetta di descriv ere e comprendere meglio lo spazio-temp o

in cui viviamo. V ale la p ena sottolineare �n dal principio c he si tratta di un soggetto

complesso sia dal pun to di vista concettuale c he matematico; in particolare non è

una teoria c he segue linearmen te il nostro senso com une. Sarà necessario talv olta

a�ron tare situazioni con troin tuitiv e c he a prima vista p otrebb ero apparire parados-

sali e di�cili da in tendere, tutta via bisognerà acquisire una certa dose di in tuito

e astrazione, in mo do da p oter sup erare le di�coltà c he p ossono sorgere e, forse,

anc he rimaner a�ascinati dalla struttura delle leggi �sic he c he go v ernano il nostro

Univ erso.

Eviden temen te, p er p oter comprendere queste idee, bisogna in tendere il linguaggio

in cui sono form ulate: la matematic a , uno strumen to prezioso c he supp orta tutti gli

am biti di carattere scien ti�co.

T ristemen te, la maggior parte delle p ersone c he risiedono su questo piccolo piane-

ta non conosce la v era p otenza c he o�re la matematica; molto sp esso quest'ultima

viene asso ciata ad una disciplina scolastica tropp o complessa. In linea di principio

è indisp ensabile nella �sica proprio p er la sua natura logica, in tuitiv a, rigorosa e,

tutto sommato, elegan te.
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6 Capitolo 1. Pream b olo

F orse l'unica di�coltà c he ebb e Einstein nel form ulare la sua teoria fu proprio di

carattere matematico, p oic hé si tratta v a di mo dellizzare lo spazio-temp o costituito

da una geometria non piatta quadridimensionale, usando gli strumen ti della geome-

tria euclidea, p er n ulla simili tra di loro. Questo dimostra c he, senza gli strumen ti

di matematica, div en ta da vv ero di�cile v enire a cap o di un problema; ad ogni mo do

Einstein riuscì a far quadrare tutti i tasselli della sua teoria, e, malgrado le di�coltà

iniziali, p ortò a termine con successo una delle idee �sic he più sorprenden ti mai

sviluppate prima.

L a matematic a r aggiunge tutta la p erfezione a cui gli uomini p ossono

arrivar e. (Blaise Pasc al)

A r chime de sar à ric or dato quando Eschilo sar à dimentic ato, p er ché le

lingue muoiono ma le ide e matematiche no. (Ge o�r ey Har dy)

1.2 Ringraziamen ti

Se mi è stato p ossibile c oncr etizzar e e pr esentar e dinnanzi a voi lettori questa lun-

ga e lab oriosa tesi, il merito va sopr attutto a due p ersone in p artic olar e, ovver o al

pr ofessor Christian F err ari e al pr ofessor Stefano R usso che in qualità di do c enti r e-

sp onsabili sono stati il mio punto di riferimento nel p erse guir e gli obiettivi pr op osti

dal so ggetto da me sc elto risp ondendo a tutti i dubbi e quesiti sorti nel c orso del la

ric er c a.

Il pr ofessor Christian F err ari si è dimostr ato in tutto e p er tutto una p ersona e-

str emamente c omp etente non solo a pr op osito di questo lavor o di maturità, b ensì

p er quel che c onc erne la �sic a in gener ale, tant'è ver o che nel c orso di questi anni

di studio lic e ale ha saputo aprirmi gli o c chi di fr onte al l'ele ganza del la �sic a e de gli

ar gomenti a�ni ad essa.

Il pr ofessor Stefano R usso, dal c anto suo, ha c ontribuito in mo do indisp ensabile

al l'interpr etazione dei c onc etti chiave le gati al la ge ometria, vista la di�c oltà e la

c omplessità del so ggetto, il quale non può venir analizzato nel dettaglio a livel lo

lic e ale.

R ingr azio anche i do c enti di matematic a, che nel c orso de gli anni mi hanno forni-

to tutte le c omp etenze e gli strumenti ne c essari p er a�r ontar e debitamente questo

tema le gato al la �sic a, il quale ne c essita di vaste c onosc enze e c omp etenze ottenibili

soltanto dop o anni di studio.

Nel mio c aso è stata un 'esp erienza alquanto piac evole, sp e cie avendo avuto o c c asione

di a�r ontar e e d appr ofondir e debitamente un tema di notevole inter esse p ersonale,

il quale mi ha saputo c attur ar e e d a�ascinar e p er l'inge gnosità e il suo signi�c ato

intrinse c o e pr ofondo che sono riuscito a c o glier e al me glio nel c orso del la stesur a di

queste p agine.

Non mi r esta che augur ar e una buona lettur a!
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Capitolo 2

Relatività sp eciale

2.1 In tro duzione

La �sica è costituita da v arie branc he c he si distinguono p er l'oggetto di studio; la

r elatività è quella c he studia la p ar ametrizzazione de gli eventi e le risp ettiv e tr asfor-

mazioni c he seguono col cam biar sistema di riferimen to. In altre parole, è la teoria

c he studia come cam bia la descrizione della natura prendendo in considerazione

pun ti di vista div ersi. La questione sul relativismo non to cca solo l'am bito �sico

ma anc he �loso�co, ma eviden temen te non approfondiremo questo asp etto p oic hé ci

p orterebb e b en presto fuori dalla tematica principale.

Nella r elatività sp e ciale (o ristretta), gli unici sistemi di riferimen to su cui si la v ora

sono quelli inerziali , p oic hé già le leggi della meccanica di Newton non sono com-

patibili con quelli non inerziali . P ertan to, i sistemi di riferimen to accelerati (quindi

non inerziali) e la gra vità sono esclusi dallo studio.

Privilegiare certi sistemi di riferimen to risp etto ad altri v a con tro il principio di

o ggettività

1

e rende questa prima parte di teoria sulla relatività alquan to incompleta.

Malgrado ciò, p er studiare i problemi di cinematica, le reazioni n ucleari o le colli-

sioni, non è necessario tener con to della gra vità, p oic hé il suo e�etto è praticamen te

trascurabile.

2.2 Principi fondamen tali e assiomi relativistici

P er costruire una teoria solida e co eren te, è necessario disp orre di principi fonda-

men tali e di assiomi v alidi. V ediamo di capire su quali fondamen ti p oggia questa

teoria.

Esamineremo nelle prossime sezioni i concetti più imp ortan ti della relatività ristret-

ta, in mo do da a v ere gli strumen ti indisp ensabili p er p oter a�ron tare il prossimo

capitolo.

1

Il principio fondamen tale della relatività c he a�erma c he tutti i sistemi di riferimen to sono

equiv alen ti p er studiare i fenomeni �sici.

7



8 Capitolo 2. Relatività sp eciale

1. Assiomi relativistici :

� Assioma 1: Esiste un principio di r elatività esteso a tutta la �sic a .

� Assioma 2 (p ostulato sulla v elo cità della luce): L a luc e nel vuoto è isotr op a

2

e la sua velo cità non dip ende dal sistema di riferimento sc elto o dal moto

del la sua risp ettiva sor gente .

2. Principi fondamen tali :

� Principio di relatività: L e le ggi del la �sic a sono invarianti, ovver o man-

tengono la stessa forma p er qualsiasi sistema di riferimento sc elto.

� Principio di oggettività: T utti i sistemi di riferimento

3

sono ammissibili

p er lo studio dei fenomeni natur ali.

2.3 Asp etti cinematici

L'asp etto curioso della relatività ristretta è c he, con uno studio sup er�ciale di que-

sta teoria, ci si tro v a inevitabilmen te indotti a ritenere paradossali certi fenomeni

�sici c he, in realtà, non lo sono p er nien te; gli e�etti apparen temen te paradossali

concernen ti il temp o, lo spazio o la sim ultaneità si p ossono p ercepire solo a v elo cità

prossime a quelle della luce.

Il nostro senso com une si basa sulla vita quotidiana: naturalmen te noi umani non

ci m uo viamo neppure minimamen te a v elo cità prossime a quelle c he p ossiedono le

particelle subatomic he, ed è dunque in parte giusti�cabile il nostro scetticismo di

fron te ad e�etti relativistici c he, malgrado la loro esistenza, non riusciamo neanc he

lon tanamen te a p ercepirli.

In questa sezione ci o ccup eremo di in tro durre in mo do esaurien te e c hiaro i principali

elemen ti caratterizzan ti la relatività ristretta.

2.3.1 P arametrizzazione degli ev en ti

P er de�nizione, un evento E è un pun to nello sp azio-temp o

4

, lo calizzato da tre

co ordinate di tip o spaziale e una di tip o temp orale:

E =

0

B
B
@

x0

x1

x2

x3

1

C
C
A

do v e la comp onen te temp orale è data da x0 = ct, in mo do da a v ere un v ettore con

tutte le comp onen ti di egual unità di misura.

2

Si m uo v e nello stesso mo do in tutte le direzioni dello spazio.

3

Nel capitolo successiv o non si p otrà più parlare di sistemi di riferimen to, ma di sistemi di co or-

dinate; questo p erc hé lo spazio-temp o è deformato dall'in terazione gra vitazionale ed è in con trad-

dizione logica con la de�nizione di sistema di riferimen to: oggetto solido indeformabile costituito

da almeno quattro pun ti nello spazio non complanari da cui è p ossibile studiare i fenomeni �sici.

4 E 2 R4
.
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2.3. Asp etti cinematici 9

P arametrizzando il moto di un PM, p ossiamo de�nire una curv a in R4
detta line a

d'universo c he costituisce l'insieme degli ev en ti c he scandiscono la traiettoria del

PM in questione nello spazio-temp o.

2.3.2 In terv allo spazio-temp orale

Se consideriamo due ev en ti A e B , p ossiamo de�nire � x i = xB
i � xA

i ( i 2 f 0; 1; 2; 3g).

In tro duciamo ora il concetto di interval lo sp azio-temp or ale � s2
nel seguen te mo do:

� s2 = � � x2
0 + � x2

1 + � x2
2 + � x2

3 (2.1)

Si tratta di un oggetto metrico molto imp ortan te p er il suo carattere invariante tra

due sistemi di riferimen to qualsiasi R e R 0
inerziali. Di conseguenza, la relazione:

� s2 = � s02
(2.2)

è v eri�cata.

2.3.3 Sim ultaneità

P er de�nizione, due ev en ti sono detti simultanei se � x0 = 0 .

Se due ev en ti A e B sono sim ultanei risp etto a R , non lo sono p er R 0
. La sim ultaneità

non è di carattere assoluto , b ensì r elativo .

2.3.4 Le trasformazioni di Loren tz

Uno degli asp etti più imp ortan ti della relatività è quella di p oter disp orre di una

tr asformazione line ar e

5

c he ci p ermetta di passare dalla parametrizzazione degli

ev en ti in R a quella in R 0
. Questa trasformazione è data da:

L : R4 �! R4
(2.3)

x 7�! x0:

Espresso in mo do più esplicito, abbiamo la relazione seguen te:

x0 = L(~u)x (2.4)

do v e

L(~u) =

0

B
B
@


 � �
 0 0
� �
 
 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

1

C
C
A

Inoltre i termini 
 e � sono de�niti risp ettiv amen te


 =
1

p
1 � � 2

5

Si tratta di una trasformazione tale c he, data una funzione lineare, ne asso cia un'altra dello

stesso tip o. Questo p erc hé la linea d'univ erso di un corp o c he man tiene un MR U, de�nisce una

retta sia risp etto a R c he a R 0
.

9



10 Capitolo 2. Relatività sp eciale

il quale è com unemen te c hiamato fattor e di L or entz e

� =
u
c

:

P er l'op erazione in v ersa, basta considerare:

x = L � 1(~u)x0
(2.5)

do v e

L(� ~u) = L � 1(~u)

2.3.5 Con trazione delle lunghezze

Sia L la lunghezza di una riga misurata attra v erso due ev en ti sim ultanei c he ne de�ni-

scono le due estremità risp etto a R . Consideriamo adesso un certo R 0
inerziale c he si

m uo v e con un MR U parallelo alla direzione in cui è p osta la riga in R . La lunghezza

della riga L0
misurata da R 0

è data dalla seguen te relazione:


L 0 = L: (2.6)

Esaminando l'equazione (2.6), notiamo c he la lunghezza L0
della riga misurata in

R 0
è più corta di quella misurata nel sistema di riferimen to in cui la riga è a rip oso;

questo non è un paradosso, p oic hé i due ev en ti sim ultanei risp etto a R , non lo

sono risp etto a R 0
e quindi la distanza in quest'ultimo sistema di riferimen to non è

de�nita dagli stessi ev en ti c he abbiamo preso in considerazione in R .

Da notare c he questo fenomeno non si v eri�ca nelle direzioni p erp endicolari al moto.

PSfrag replacemen ts

R
R 0

x1

x2

x3

x0
1

x0
2

x0
3

L

~u

O O0

Figura 2.1: Una riga di lunghezza L p osta a rip oso in R e R 0
in traslazione uniforme

di mo dulo u risp etto a R . La lunghezza della riga L0
misurata da R 0

appare più

corta c he nel sistema di riferimen to in cui è p osta a rip oso.

10



2.3. Asp etti cinematici 11

2.3.6 Dilatazione del temp o

Consideriamo un orologio 
 p osto all'origine O di R e R 0
in MR U risp etto al primo

sistema di riferimen to in cui 
 è a rip oso. Siano A e B due ev en ti c he de�niscono

due ticc hettii successivi di 
 in mo do da calcolare � t . I due ev en ti accadono nello

stesso luogo risp etto a R , ma non risp etto a R 0
, p ertan to si ottiene:

� t0 = 
 � t (2.7)

e concludiamo c he � t0 > � t .

PSfrag replacemen ts

R
R 0

x1

x2

x3

x0
1

x0
2

x0
3


 ~u

O O0

Figura 2.2: Un orologio 
 solidale a R e un sistema di riferimen to inerziale R 0
in

traslazione uniforme di mo dulo u . Il temp o segnalato in R appare rallen tato se

confron tato con quello di R 0
.

2.3.7 Diagramma di Mink o wski

Questo diagramma si presta molto b ene ad illustrare certe situazioni di cinematica

�no a due dimensioni spaziali e una temp orale: nello spazio-temp o abbiamo quattro

dimensioni c he non p ossono essere rappresen tate in uno spazio 3D. Consideriamo

una situazione in una dimensione temp orale e una spaziale. Si de�nisce la c arta di

PSfrag replacemen ts

x0

x1

x0
0

x0
1

O

O0

Figura 2.3: La carta di O e O0
v engono so vrapp oste su un unico diagramma.

Quest'ultimo viene c hiamato diagr amma di Minkowski .

11



12 Capitolo 2. Relatività sp eciale

un osserv atore O in R , quel diagramma sul quale O può illustrare la linea d'univ erso

di un PM o più generalmen te l'insieme degli ev en ti.

Il pregio di questo diagramma è c he si p ossono rappresen tare sulla carta di O anc he

gli assi del diagramma di un secondo osserv atore O0
, solidale a R 0

in traslazione

uniforme risp etto a R .

2.3.8 Principio di causalità e cono di luce

Il principio di c ausalità a�erma c he due ev en ti p ossono essere in rapp orto c ausa-

e�etto solo se � s2 6 0, o vv ero se i due ev en ti giacciono all' in terno del c ono di

luc e c he delinea il p ossibile passato, presen te e futuro di un PM. Se uno dei due

ev en ti è fuori dal cono di luce, questo non può essere in relazione causa-e�etto con

l'altro, p erc hé, sia l'informazione c he l'in terazione, non p ossono eccedere la velo cità

del la luc e

6

, notata c. In altre parole, il moto di un PM è conforme al principio di

causalità se la sua v elo cità u , misurata in un sistema di riferimen to inerziale, risp etta

la relazione: u 6 c.

P er illustrare il cono di luce di un PM si utilizza essenzialmen te il diagr amma di

Minkowski .

PSfrag replacemen ts

x0

x1

F uturo

Presen te

P assato

Altro v e

Figura 2.4: L'angolo d'ap ertura del cono è di p endenza � 1 e al suo in terno sono

con ten uti tutti i p ossibili ev en ti c he p ossono essere in relazione causa-e�etto con

l'ev en to p osto all'origine del diagramma di Mink o wski. Questo cono delimita quattro

settori legati allo spazio-temp o: passato, presen te e futuro. L'altro v e costituisce

l'insieme degli ev en ti c he non p ossono essere in rapp orto causa e�etto con l'ev en to

p osto all'origine degli assi.

6

La v elo cità della luce gio ca il ruolo di v elo cità limite p er qualsiasi oggetto. P er maggiori

informazioni su questa tematica, consultare [1] o la sezione 2.5.3.

12
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2.4 Asp etti geometrici

De�niti i concetti fondamen tali legati alla cinematica della relatività ristretta, bisogna

adesso p erò anc he discutere gli asp etti geometrici c he seguono direttamen te da ciò

c he abbiamo in tro dotto nella sezione preceden te.

2.4.1 Lo spazio-temp o di Mink o wski

Nella relatività sp eciale non p ossiamo la v orare in uno spazio 3D, ma necessitiamo di

una dimensione temp orale c he v a aggiun ta allo spazio euclideo, in mo do da formare

lo sp azio-temp o di Minkowski : uno spazio v ettoriale quadridimensionale m unito di

una forma biline ar e simmetric a . V a subito segnalato c he si tratta di una spazio

v ettoriale c he p ossiede proprietà di�eren ti da quello con v enzionale su cui siamo

abituati a la v orare, o vv ero lo spazio v ettoriale euclideo.

La forma biline ar e simmetric a

7 � è un'applicazione molto utile c he può essere vista

come una sorta di pseudo-pr o dotto sc alar e

8

, non de�nita p ositiv a

9

, ma c he può essere

usata p er v eri�care l'ortogonalità tra due tetr avettori

10

.

L'applicazione � è de�nita come segue:

� : R4 � R4 �! R (2.8)

(y; z) 7�! � (y; z)

do v e

� (y; z) = ty�z = � y0z0 +
3X

i =1

yi zi

e

� =

0

B
B
@

� 1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

1

C
C
A

Osserv azioni

� y ? z , � (y; z) = 0

� � (y; y) può essere scritto come q� (y) , e costituisce la forma quadr atic a asso ciata

a � . Quest'ultima è anc he una sorta di pseudo-norma .

� q� (� x) = � s2
(in v arian te).

7

La de�nizione di forma bilineare simmetrica la si può tro v are in [4].

8

Nello spazio-temp o di Mink o wski il concetto di angolo non è de�nito.

9

Motiv o p er cui non si tratta di un pro dotto scalare c he si riscon tra nello spazio euclideo.

10

Un v ettore a quattro comp onen ti con la stessa unità di misura e c he si trasforma secondo le

trasformazioni di Loren tz.

13



14 Capitolo 2. Relatività sp eciale

2.4.2 De�nizione di temp o proprio

In tro duciamo il concetto di temp o pr oprio , c he fungerà da pun to di partenza p er

a�ron tare la relatività generale. P er far ciò, consideriamo un PM c he non p ossiede

un MR U risp etto a R , e R �
, un sistema di riferimen to in cui il PM è a rip oso.

Chiaramen te, R �
non è inerziale risp etto a R .

P er de�nizione, il temp o pr oprio notato � è il temp o scandito nel sistema di ri-

ferimen to in cui il PM è a rip oso, e se v ogliamo rica v are � � , non è p ossibile applicare

direttamen te le trasformazioni di Loren tz p er passare da R �
a R , p oic hé il sistema

di riferimen to in cui il PM è a rip oso non è inerziale. Sarà necessario in to durre il

concetto di sistema di riferimento lo c almente inerziale

11

notato R loc . In tal mo do

R loc coincide istan taneamen te con R �
, e in un in terv allo dt in�nitesimale è p ossibile

considerare R loc inerziale risp etto a R di v elo cità uguale a quella c he p ossiede il PM.

Applicando le trasformazioni di Loren tz, abbiamo:

d� =

r

1 �
v2

c2
dt (2.9)

do v e v = k~v(t)k 6= cost, men tre se si vuole de�nire � � su un in terv allo non

in�nitesimale, è necessario in tegrare d� :

� � =
Z t f

t i

d� =
Z t f

t i

r

1 �
k~v(t)k2

c2
dt (2.10)

Alcune osserv azioni

� d� è un invariante , p ertan to le proprietà geometric he non dip endono dal

sistema di riferimen to inerziale scelto.

� d� =

1
c

p
� q� (dx)

� d� è detto l' elemento di line a

12

della geometria spazio-temp orale.

� Nel caso in cui ds2
> 0 , si può de�nire un n uo v o elemen to metrico:

d` =

p
j � q� (dx)j

2.4.3 Principio del temp o proprio massimo

Siano E1 e E2 due ev en ti distin ti appartenen ti allo spazio-temp o di Mink o wski,

separati da un interval lo di tip o temp or ale

13

.

Il temp o pr oprio è massimo p er delle particelle lib er e

14

, e la curv a passan te p er E1

e E2 è una r etta .

11

Si tratta di un sistema di riferimen to c he coincide istan taneamen te con il sistema di riferimen to

in cui il PM è a rip oso. Questa op erazione è p ossibile farla p er ogni istan te c he parametrizza la

traiettoria del PM.

12 d� costituisce un oggetto metrico imp ortan te c he de�nisce la �distanza� tra due ev en ti nello

spazio-temp o.

13

Si tratta di un in terv allo tra due ev en ti, caratterizzato da � s2 6 0.

14

Su cui non agiscono forze esterne.

14



2.5. Asp etti dinamici 15

2.5 Asp etti dinamici

Analizziamo rapidamen te gli elemen ti legati alla dinamica relativistica come l'ener-

gia e la quan tità di moto.

2.5.1 Alcune considerazioni sui tipi di massa

In �sica si distinguono principalmen te tre tipi di massa:

� Massa quan tità di materia : questo concetto di massa notata M indica il

con ten uto in trinseco di materia di un oggetto. Si calcola facilmen te con la

suddetta form ula: �V = M , e de�nisce uno sc alar e invariante .

� Massa inerziale : questo tip o di massa notata m esprime la di�coltà nell'ac-

celerare un corp o.

� Massa gra vitazionale : quest'ultimo tip o di massa notata m�
esprime la

sorgen te dell'in terazione gra vitazionale c he agisce su un oggetto. Può essere

misurata unicamen te con una bilancia a piatti.

2.5.2 T etra v ettore v elo cità ed energia-quan tità di moto

A v endo in tro dotto il concetto di temp o pr oprio , p ossiamo sfruttare questo elemen-

to p er il suo carattere in v arian te. Infatti si può de�nire il tetr avettor e velo cità ,

di�erenziando le comp onen ti risp etto al temp o proprio.

T etra v ettore v elo cità

w =

0

B
B
@

w0

w1

w2

w3

1

C
C
A

do v e le comp onen ti sono de�nite in questo mo do:

w0 =
dx0

d�
=

cdt
d�

=
c

q
1 � v2

c2

e p er 0 6 i 6 3

wi =
dxi

d�
=

dxi

dt
dt
d�

=
viq

1 � v2

c2

T etra v ettore energia-quan tità di moto

Il tetra v ettore energia-quan tità di moto, notato p, è de�nito come segue:

p = Mw =

0

B
B
@

Mw0

Mw1

Mw2

Mw3

1

C
C
A

do v e M è uno scalare in v arian te e corrisp onde alla massa quantità di materia .

15



16 Capitolo 2. Relatività sp eciale

Osserv azioni

� Mw0 = E
c , do v e E indica l'ener gia totale r elativistic a .

� P er passare da R a R 0
, questi tetra v ettori si trasformano usando le trasfor-

mazioni di Loren tz.

� q� (w) = � c2
(in v arian te).

� q� (p) = � Mc2
(in v arian te).

2.5.3 Equiv alenza tra massa ed energia

Grazie al tetra v ettore p, siamo riusciti ad ottenere questa seguen te relazione:

E =
Mc2

q
1 � v2

c2

(2.11)

Se consideriamo il caso in cui

v
c � 1 15

, grazie ad un' appr ossimazione line ar e

16

,

otteniamo:

E � Mc2 +
1
2

Mv 2 = Mc2 + Ecin

c he si riduce nell'espressione c he tro viamo nella meccanica newtoniana, addizionato

al termine Mc2
in v arian te. Ebb ene, quest'ultimo de�nisce un n uo v o tip o d'energia:

Einstein in tro dusse il concetto di ener gia a rip oso di un oggetto, c he corrisp onde

all'energia c he esso p ossiede in un sistema di riferimen to do v e è p osto a rip oso.

Einstein form ulò la seguen te relazione:

E � = Mc2
(2.12)

c he fornisce l'e quivalenza tr a massa quantità di materia e d ener gia . Questa non

v a confusa con E = mc2
c he esprime l'energia totale relativistica di un oggetto.

P ossiamo v edere questo n uo v o tip o di energia come il con ten uto in trinseco di materia;

vicev ersa, p ossiamo v edere la quan tità di materia come una n uo v a forma d'energia

c he ne de�nisce il con ten uto in trinseco.

Concludiamo c he la massa può essere vista come una n uo v a forma d'energia.

La relazione tra i tipi d'energia

A v endo de�nito i v ari tipi d'energia, segue una semplice relazione c he le lega:

E = Ecin + E �
(2.13)

15

Regime a basse v elo cità.

16

P er h = v
c � 1, si ottiene c he f (0 + h) � f (0) + hf 0(0) ) 1p

1� h2 � 1 + 1
2 h2

.

16



2.5. Asp etti dinamici 17

Massa inerziale relativistica

La massa inerziale r elativistic a m è de�nita come segue:

m =
M

q
1 � v2

c2

(2.14)

e osserviamo subito c he m 6= M , c he di�erisce dalla concezione newtoniana, la quale

considera i tre tipi di massa uguali n umericamen te ma non concettualmen te.

Com binando l'equazione (2.11) e (2.14), otteniamo la celebre relazione di Einstein:

E = mc2
(2.15)

V elo cità limite

L'esistenza di una v elo cità limite si può osserv are esaminando accuratamen te le

relazioni (2.11) e (2.14):

lim
v! c�

E(v) = + 1

lim
v! c�

m(v) = + 1

Nel primo limite v ediamo c he un oggetto caratterizzato da M > 0 p otrebb e viaggiare

alla v elo cità della luce solo se gli v enisse conferita una quan tità d'energia in�nita,

men tre il secondo limite mostra c he la massa inerziale div en ta in�nita nel caso in

cui v = c. En tram bi i limiti ci suggeriscono c he un corp o, costituito da una certa

quan tità di materia, non può mai raggiungere c. Infatti, il caso v = c è p ossibile

solo p er M = 0 .

Concludiamo c he esiste una v elo cità limite p er qualsiasi oggetto, e c he corrisp onde

alla v elo cità della luce nel vuoto.

PSfrag replacemen ts

Ecin

( v
c )2

1

Figura 2.5: Il gra�co mostra una singolarità orizzon tale do vuta al limite sup eriore

della v elo cità.
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Capitolo 3

Relatività generale

3.1 In tro duzione

Nel capitolo preceden te abbiamo esaminato rapidamen te gli elemen ti c he caratte-

rizzano la relatività ristretta e, da come abbiamo p otuto constatare, si tratta della

parte di relatività c he più si presta allo studio della �sica classica, eccetto la gra vità,

form ulata in una v ersione invariante

1

. P er considerare l'in terazione gra vitazionale,

quest'ultima non disp one p erò degli strumen ti necessari p er p oterla a�ron tare p er

un semplice motiv o: essa estende la propria teoria solo �no ai sistemi di rifermen to

inerziali

2

, e, p er la v orare con la gra vità o con i sistemi di riferimen to accelerati

3

, è

necessario considerare una n uo v a teoria, o meglio, ampliare quella c he costituisce la

relatività ristretta.

La relatività generale è una teoria altrettan to relativista, sviluppata da Ein-

stein tra il 1907 e il 1916, e c he ha un obiettiv o b en preciso: sopprimere il ruolo

privilegiato dei sistemi di riferimen to inerziali utilizzando il principio di r elatività

gener ale

4

, in mo do da estendere i principi di questa teoria �no ai sistemi di rife-

rimen to accelerati istan taneamen te o in rotazione. Come di consueto si do vranno

in tro durre dapprima i principi fondamen tali ed esaminare accuratamen te le prime

conseguenze alle quali Einstein è giun to.

Segnalerei �n dall'inizio c he questa generalizzazione non è p er n ulla semplice da

attuare, come del resto già in tuibile. Sarà necessario essere molto più rigorosi nel-

l'esp orre i concetti di quan to non si sia fatto nel capitolo preceden te.

Prima di pro cedere, p erò, è giusto dare almeno una v aga idea delle p ossibili ap-

plicazioni di questa teoria. Innanzitutto, la c osmolo gia e l' astr o�sic a sono branc he

della �sica c he p ossono essere trattate in mo do completo solo a v endo in tro dotto

la r elatività gener ale , c he funge da �l r ouge a tutti gli am biti c he coin v olgono lo

1

Una v ersione c he include le trasformazioni di Loren tz, rendendola di fron te ad esse in v arian te

col cam biare sistema di riferimen to.

2

I sistemi di riferimen to inerziali sono privilegiati, in quan to gio cano un ruolo fondamen tale

nell'am bito della relatività sp eciale.

3

Come v edremo più a v an ti nel testo, i sistemi di riferimen to inerziali c he giacciono all'in terno

di un camp o gra vitazionale sono equiv alen ti a quelli accelerati in assenza di gra vità.

4

Questo principio unisce il principio di oggettività e il principio di co v arianza c he v errà

presen tato più a v an ti nel testo.
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20 Capitolo 3. Relatività generale

sp azio-temp o

5

. Inoltre vi sono altri soggetti un p o' più curiosi p er la loro stranezza

e misteriosità, come i buchi neri o le onde gr avitazionali , oppure un soggetto un p o'

più tecnico c he coin v olge direttamen te la nostra so cietà o dierna: il GPS

6

.

3.2 La teoria della gra vitazione univ ersale di New-

ton

Dato c he la gra vità è l'oggetto di studio principale di questa teoria c he stiamo p er

a�ron tare, è giusto approfondire un p o' la questione.

Nel 1667 Isaac Newton a v ev a in tuito c he esistev a un'in terazione di attrazione tra

due corpi p er via di una forza legata alla loro massa e alla loro p osizione r elativa , e,

basandosi su delle osserv azioni empiric he accurate (in particolare le leggi di Keplero),

riuscì a rica v are la seguen te relazione:

~F A! B
gr (t) = � G

m�
A m�

B

k~xB (t) � ~xA (t)k3
[~xB (t) � ~xA (t)]:

Analizzando atten tamen te questa form ula, tro viamo una forte incompatibilità tra

PSfrag replacemen ts

A

B

~F B ! A
gr

~F A! B
gr

Figura 3.1: Il disegno illustra la forza attrattiv a c he si manifesta tra due corpi dotati

di massa e separati da una certa distanza.

questa teoria e quella sviluppata da Einstein inizialmen te nella relatività ristretta.

Come già sappiamo, la simultaneità è un c onc etto r elativo e non assoluto . Secondo

Newton, la forza gra vitazionale c he si v eri�ca tra due corpi è un'azione a distanza

c he agisce simultane amente su am b edue i corpi. Questa form ula è dunque v alida solo

p er determinati sistemi di riferimen to, p er cui non costituisce una le gge di c ar atter e

o ggettivo

7

. Inoltre, sap endo c he la v elo cità della luce è la velo cità limite anc he

p er la propagazione dell'in terazione nel vuoto , capiamo subito c he una mo di�ca

della p osizione del corp o A non può cam biare istantane amente l'in tensità della forza

subita dal corp o B . Infatti, ciò sarebb e p ossibile solo se la velo cità di pr op agazione

dell'in terazione fosse in�nita.

5

Lo spazio-temp o di Mink o wski non è un mo dello c he risp ecc hia lo spazio-temp o reale in cui si

sviluppa il nostro univ erso, p oic hé non tiene con to della gra vità.

6

Global P ositioning System: il sistema di na vigazione satellitare.

7

Una legge conforme al principio di oggettività.

20



3.2. La teoria della gra vitazione univ ersale di Newton 21

Conclusione: Einstein non p otev a basarsi su questa teoria p erc hé non era in ac-

cordo con la sua e presen ta v a alcune imp erfezioni di carattere logico non irrilev an ti;

era necessario in traprendere una n uo v a strada : : : una strada tortuosa c he implica v a

idee, teoria e un apparato matematico più so�sticato.

3.2.1 Il camp o gra vitazionale

Una regione dello spazio sulla quale agisce la gra vità è detto c amp o gr avitazionale ,

e viene descritto matematicamen te usando il concetto di c amp o vettoriale .

Un camp o v ettoriale è un'applicazione de�nita come segue:

~G : R3 �! R3

(x; y; z) 7�! ~G(x; y; z)

essenzialmen te asso cia p er ogni pun to spaziale il risp ettiv o v ettore

~G.

Questa struttura matematica viene utilizzata in elettro dinamica p er descriv ere i

c ampi magnetici e i c ampi elettrici come pure nella teoria della gra vitazione p er de-

scriv ere il camp o gra vitazionale ~g. Capiamo dunque c he si tratta di una teoria molto

ricca c he può a v ere n umerose applicazioni pratic he. A d ogni mo do, ci o ccup eremo

solo dell'applicazione ai campi gra vitazionali.

Proprietà matematic he dei campi v ettoriali

In tro duciamo qualc he nozione preliminare p er quel c he concerne i campi v ettoriali.

� De�nizione 1:

Sia un'applicazione f (x; y; z) de�nita da f : R3 �! R.

Allora il gr adiente di f in un dato pun to P(x; y; z) è dato da:

r f =
�

@f
@x

;
@f
@y

;
@f
@z

�
(3.1)

� De�nizione 2:

Consideriamo un camp o v ettoriale

~G(x; y; z) = ( f 1; f 2; f 3) .

La r otazione (o rotore) rot( ~G) 8

è un'applicazione c he si può eseguire unica-

men te su un camp o v ettoriale, ed è de�nita nel mo do seguen te:

rot( ~G) =
�

@f3
@y

�
@f2
@z

;
@f1
@z

�
@f3
@x

;
@f2
@x

�
@f1
@y

�
(3.2)

8

P er indicare il rotore di

~G , si utilizza anc he la notazione: r ^ ~G .

21



22 Capitolo 3. Relatività generale

� De�nizione 3:

Consideriamo un camp o v ettoriale

~G(x; y; z) = ( f 1; f 2; f 3) .

È detta diver genza div( ~G) 9

di un camp o v ettoriale l'applicazione data da:

div( ~G) =
@f1
@x

+
@f2
@y

+
@f3
@z

(3.3)

� De�nizione 4:

Un camp o v ettoriale è detto c ostante se p er ogni pun to dello spazio viene

asso ciato sempre lo stesso v ettore.

� De�nizione 5:

Un camp o v ettoriale

~G è detto c onservativo se è p ossibile asso ciare una grandez-

za scalare �( x; y; z) detta p otenziale tale c he:

~G = �r � .

� De�nizione 6:

In R3
, il carattere conserv ativ o di un camp o v ettoriale

~G è v eri�cato se la

rotazione rot( ~G) = ~0.

3.2.2 Equazione di P oisson

Con l'utilizzo del pseudo-te or ema di Gauss in forma lo cale

10

p er i campi gra vitazio-

nali, si scopre un collegamen to molto in teressan te:

r � ~g � div(~g) = div(� grad(�)) � �r � r � = � 4�G� M ()

@2�
@x2

+
@2�
@y2

+
@2�
@z2

� 4 � = 4 �G� M (3.4)

do v e 4 è l'op er ator e di�er enziale di se c ondo or dine c hiamato anc he op er ator e di

L aplac e

11

applicato alla funzione scalare � . Quest'ultima è detta e quazione di Pois-

son ed è una relazione abbastanza in teressan te nella misura in cui p ossiamo subito

osserv are c he il p otenziale gra vitazionale � è strettamen te legato alla distribuzione

di materia via l'applicazione 4 . Riprenderemo in seguito questo risultato p er ana-

lizzare le analogie e le di�erenze di questa teoria newtoniana con quella di Einstein

c he v errà presen tata più a v an ti nel testo.

9

P er indicare la div ergenza di

~G , si utilizza anc he la notazione: r � ~G .

10

In elettro dinamica il teorema di Gauss o prima legge di Maxw ell in forma lo cale è dato da:

div( ~E ) =
� q

"0

do v e � q è la densità di carica e "0 la costan te elettrica nel vuoto. Quello c he faremo sarà di sostituire

la densità di carica con la densità di massa e la costan te elettrica con la costan te di gra vitazione

univ ersale G .

11

Si noti l'iden tita r � r = 4 .
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3.3 Complemen to di meccanica newtoniana

Questa sezione è indisp ensabile p er a v ere b ene in c hiaro alcuni concetti di meccanica

c he serviranno più a v an ti nel testo. Ciò di cui ci o ccup eremo adesso è la dinamica

dei sistemi di riferimen to e alcuni concetti imp ortan ti c he riguardano i v ari tipi di

moto relativ o.

3.3.1 T eoremi sui moti relativi

Esistono tre teoremi imp ortan ti p er quello c he concerne i moti relativi non relativi-

stici, o vv ero la parte di cinematica c he studia i v ari tipi di moto senza tener con to

della teoria sulla relatività ristretta.

Notazioni particolari

� Se consideriamo il vettor e p osizione ~x(t) , allora

_~x = d~x
dt = ~v : le comp onen ti

v engono di�erenziate una v olta risp etto al temp o t e costituiscono il vettor e

velo cità .

� Se consideriamo il v ettore p osizione ~x(t) , allora

•~x = d2~x
dt2 = ~a : le comp onen ti

v engono di�erenziate due v olte risp etto al temp o t e costituiscono il vettor e

ac c eler azione .

Consideriamo due sistemi di riferimen to R e R 0
.

T eorema della comp osizione delle v elo cità

P er un PM qualsiasi abbiamo la seguen te relazione:

~v = ~v0+ ~u (3.5)

do v e:

� la v elo cità assoluta ~v è la v elo cità del PM risp etto a R ;

� la v elo cità relativ a ~v0
è la v elo cità del PM risp etto a R 0

;

� la v elo cità di trascinamen to ~u è la v elo cità di R risp etto a R 0
data da

~u = ~vO0 + ~! e ^
��!
OPt

do v e ~! e è la v elo cità di rotazione di R risp etto a R 0
e Pt il pun to conciden te

col PM ad un certo istan te t .

T eorema della comp osizione delle v elo cità angolari

Se consideriamo un solido � non soggetto a deformazioni, allora v ale la relazione:

~! = ~! 0+ ~! e (3.6)

do v e i mem bri c he compaiono nell'equazione sono de�niti in mo do del tutto analogo

a quelli dell'equazione (3.5), solamen te c he qui ci si riferisce alle velo cità angolari .
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24 Capitolo 3. Relatività generale

T eorema della comp osizione delle accelerazioni

~a = ~a0+ ~ae + ~ac (3.7)

do v e:

� l' accelerazione assoluta ~a è l'accelerazione del PM risp etto a R ;

� l' accelerazione relativ a ~a0
è l'accelerazione del PM risp etto a R 0

;

� l' accelerazione di trascinamen to ~ae è l'accelerazione di R risp etto a R 0

data da

~ae = ~aO0 +
d~! e

dt
^

��!
O0Pt + ~! e ^ (~! e ^

��!
O0Pt )

do v e ~! e è la v elo cità di rotazione di R risp etto a R 0
e Pt il pun to coinciden te

col PM ad un certo istan te t ;

� l' accelerazione complemen tare è data da

~ac = 2~! e ^ ~v0:

3.3.2 Dinamica nei sistemi di riferimen to in moto

Ci o ccup eremo ora dell'asp etto dinamico dei v ari sistemi di riferimen to, cercando di

tro v are un legame tra quelli inerziali e quelli c he non lo sono.

Innanzitutto consideriamo un sistema di riferimen to inerziale R p er il quale le leggi

di Newton p er un PM p ossono essere form ulate nel seguen te mo do:

� ~p= m~v (relazione sulla quan tità di moto)

� ~F est = m~a (seconda legge di Newton)

Prendiamo in considerazione un certo sistema di riferimen to R 0
arbitrario (e non

inerziale).

P ossiamo sfruttare la relazione (3.7) sulla comp osizione delle accelerazioni in mo do

da ottenere:

m~a = m(~a0+ ~ae + ~ac) = ~F est , m~a0 = ~F est � m~ae � m~ac

Questo risultato è molto in teressan te p erc hé ci mostra il collegamen to fra i sistemi

di riferimen to inerziali e quelli accelerati. In particolare, le leggi della dinamica sono

v alide a condizione di prendere in considerazione altri due tipi di forze, c he v anno

aggiun te alla forza risultan te

~F est
misurata in R .

Queste due forze supplemen tari sono de�nite nel mo do seguen te:

� F orza d'inerzia :

~F in = � m~ae

� F orza di Coriolis :

~F Cor = � m~ac

A questo pun to p ossiamo esprimere risp etto a R 0

m~a0 = ~F 0 = ~F est + ~F in + ~F Cor
(3.8)

Do v e abbiamo implicitamen te supp osto c he m = m0
nel caso in cui la v oriamo con

v elo cità tali c he v � c.
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Osserv azione imp ortan te

La forza d'inerzia e la forza di Coriolis dip endono dal moto relativ o di R 0
. Infatti

quest'ultime si p ossono osserv are solamen te all'in terno di un sistema di riferimen to

accelerato.

Usando il principio d'e quivalenza

12

( m = m�
), p ossiamo riscriv ere l'equazione (3.8)

nel seguen te mo do:

m~a0 = ~F est
0 + m� ~g� m~ae + ~F Cor

do v e

~F est
0 esprime la risultan te delle forze non gra vitazionali.

Se consideriamo ~g0 = ~g� ~ae, ~g0
è il c amp o gr avitazionale app ar ente

13

c he si osserv a

in R 0
, allora p ossiamo riform ulare il tutto con:

m~a0 = ~F est
0 + ~F Cor + m~g0

Alcuni casi particolari:

� R 0
in traslazione non uniforme risp etto R

Abbiamo una situazione in cui ~! e = ~0 in quan to non c'è rotazione e di

conseguenza si ottiene:

m~a0 = ~F est
0 + m~g0

(3.9)

do v e ~g0 = ~g� ~aR 0=R .

� R 0
in rotazione uniforme risp etto R

Sia R 0
un sistema di riferimen to in rotazione attorno all'asse �sso n̂ c he passa

p er le origini O e O0
coinciden ti. La rotazione è uniforme e p er questo motiv o

noteremo la v elo cità angolare

~
 = cost risp etto a R .

In questo caso segue la relazione:

m~a0 = ~F est
0 + m~g� m~
 ^ (~
 ^ ~x0) � 2m~
 ^ ~v0

(3.10)

3.3.3 Alcune situazioni particolari semplici

A�nc hé si p ossa cogliere appieno l'utilità di questa sezione, è necessario studiare

alcune situazioni in teressan ti c he ci p ermettano di capire meglio la teoria app ena

in tro dotta.

Situazione 1

Consideriamo un piano � 1 inclinato risp etto al piano orizzon tale terrestre � 0 , sul

quale è p osto fermo un v agone di un treno (= R 0
) in cui sono situati un osserv atore

12

Questo principio sta alla base della relatività generale e v errà approfondito nella sezione

successiv a.

13

Il camp o gra vitazionale apparen te è unicamen te un'impressione c he può a v ere un osserv atore

solidale con un sistema di riferimen to accelerato. Infatti quest'ultimo non è un camp o gra vitazionale

reale generato da masse.
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26 Capitolo 3. Relatività generale

O0
, una v asca piena d'acqua e un p endolo attaccato al so�tto. A d un certo istan te

t il v agone si mette in moto e dop o a v er acquisito una certa v elo cità, prosegue con

un MR U lungo la discesa.

Quello c he dev e fare O0
, è di descriv ere il pro�lo della sup er�cie dell'acqua con ten uta

nella v asca e la con�gurazione del p endolo. Quello c he p ossiamo fare è scomp orre

la forza di gra vità ~g sugli assi cartesiani, in mo do da ottenere ~g = ~g? + ~gk . Da

notare c he il v agone ha un MR U e quindi ~gk viene ann ullato: l'unica forza in gio co

c he agisce all'in terno di R 0
è la forza di gra vità p erp endicolare al piano inclinato.

In questa situazione il pro�lo dell'acqua è descritto da un piano parallelo al piano

PSfrag replacemen ts

R

R 0

O0

� 0

� 1

~g

~v

�

Figura 3.2: Un v agone c he p ercorre la discesa con un MR U.

orizzon tale terrestre e la direzione del p endolo è normale al piano � 0 . In questa

situazione R 0
era un sistema di riferimen to inerziale su cui agiv a la gra vità.

Situazione 2

Con le stesse condizioni del pun to preceden te, supp orremo sta v olta c he il v agone

v enga lasciato partire lungo la discesa omettendo ogni tip o di attrito. Chiaramen te

~gk fa accelerare in mo do uniforme il v agone lungo il piano inclinato e quindi capiamo

subito c he l'osserv atore O0
descriv erà sta v olta i fenomeni all'in terno di un sistema

di riferimen to non inerziale.

Usando l'equazione (3.9), abbiamo c he le forze lungo il piano inclinato sono descritte

in mo do tale c he:

~g0 = ~gk � ~a

e tenendo con to c he ~gk e ~a sono equiv alen ti in fatto di mo dulo

14

abbiamo c he paralle-

lamen te al piano � 1 , non agiscono forze e p ertan to, sia il pro�lo dell'acqua c he il p en-

dolo, hanno una con�gurazione completamen te analoga a quella c he descriv erebb e

un osserv atore all'in terno di un v agone con le stesse condizioni p oste all'inizio, fermo

lungo il piano orizzon tale terrestre.

14

Questo è v eri�cato grazie al principio d'equiv alenza.
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PSfrag replacemen ts

R

R 0

O0

� 0

� 1

~g

~g?

~gk

g0

�

Figura 3.3: Un v agone lasciato lib ero di p ercorrere la discesa, omettendo ogni tip o

di attrito, sia quello raden te do vuto al suolo sia quello viscoso do vuto al con tatto

con l'aria.

PSfrag replacemen ts

R R 0 O0 ~g

Figura 3.4: Un v agone fermo sul suolo terrestre.

3.3.4 So vrapp osizione di più campi gra vitazionali

Consideriamo un secc hio cilindrico di raggio R nel quale viene v ersata una certa

quan tità d'acqua �no al raggiungimen to dell'altezza h del con tenitore. Il secc hio

viene successiv amen te messo in rotazione a v elo cità angolare ! costan te attorno al

suo asse di simmetria. Ciò c he si vuole fare è descriv ere il pro�lo dell'acqua utiliz-

zando il concetto di c amp o vettoriale . Quello c he sicuramen te p ossiamo asserire è

c he il secc hio quando ruota non costituisce più un sistema di riferimen to inerziale

e, tenendo con to di ciò c he abbiamo in tro dotto nella sezione preceden te, do vremo

la v orare con delle forze app ar enti legate all' accelerazione di R 0
.

Iniziamo a scriv ere il v ettore p osizione in funzione di R , ! e t , do v e t è il temp o c he

parametrizza la rotazione del secc hio:

~x0 =

0

@
R cos(!t )
R sin(!t )

0

1

A

Deriv ando due v olte risp etto al temp o t , otteniamo:

~a0(t) =

0

@
� ! 2R cos(!t )
� ! 2R sin(!t )

0

1

A
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28 Capitolo 3. Relatività generale

do v e ~a0(t) è l'accelerazione c he si manifesta all'in terno di R 0
. Usando le relazioni tra

c o or dinate cilindriche e quelle c artesiane , abbiamo c he:

8
<

:

x(t) = R cos(!t )
y(t) = R sin(!t )

z(t) = 0

e p otremo dunque scriv ere:

~a0(t) =

0

@
� ! 2x(t)
� ! 2y(t)

0

1

A

In questa situazione abbiamo a c he fare con un c amp o gr avitazionale app ar ente

PSfrag replacemen ts

R

R 0R 0

x

y

z
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� h

~gcen

~g0
h h
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Figura 3.5: A sinistra abbiamo la situazione iniziale e a destra la fase di rotazione.

do vuto alla rotazione del secc hio e col c amp o gr avitazionale terr estr e

15

c he agisce

costan temen te su R 0
. Usando il principio di sovr app osizione

16

, otterremo c he il

v ettore camp o gra vitazionale ~g0
relativ o a R 0

è semplicemen te dato da:

~g0 = ~g+ ~gcen = ~g� ~a0
(3.11)

do v e ~gcen designa il camp o gra vitazionale apparen te do vuto alla forza c entrifu-

ga

17

(v edi �gura 3.5).

15

P er con v enzione è sempre supp osto costan te.

16

Se un certo n umero n di campi gra vitazionali ~gi in�uenzano una regione dello spazio, il camp o

risultan te è la somma vettoriale dei singoli campi c he può essere scritta come:

nX

i =1

~gi = ~gtot

do v e ~gtot è il camp o gra vitazionale risultan te.

17

Usando la relazione (3.10), si nota c he: ~gcen = � ~a0
. Questo risultato è il signi�cato profondo

del principio d'e quivalenza c he Einstein sfrutterà p er sviluppare la teoria sulla relatività generale.
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Siamo riusciti a costruire il v ettore ~g0
, c he può essere espresso come segue:

~g0 =

0

@
! 2x(t)
! 2y(t)

� g

1

A

P ossiamo asso ciare al camp o gra vitazionale un p otenziale gr avitazionale tale c he

~g0 = �r � .

In tegrando le comp onen ti del v ettore ~g0
, otteniamo c he:

�( x; y; z) =
! 2

2
(x2 + y2) � gz = 0 , z =

! 2

2g
(x2 + y2)

Quest'ultima relazione è l'equazione cartesiana di un parab oloide: la sup er�cie di

Figura 3.6: Rappresen tazione gra�ca di un parab oloide.

livel lo c he descriv e la con�gurazione del pro�lo dell'acqua nel secc hio rotan te è data

da un parab oloide e il v ettore ~g0
è p erp endicolare alla sup er�cie de�nita da �( x; y; z) .

Notiamo in�ne c he l'altezza � h c he assume l'acqua in fase di rotazione v aria solo in

funzione R secondo la sequen te form ula:

� h(R) =
! 2

2g
R2:

Esaminate le situazioni della sezione 3.3.3 e quella app ena trattata, si può

concludere c he con delle esp erienze di meccanica è imp ossibile distinguere

la gra vità dall'accelerazione.
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30 Capitolo 3. Relatività generale

3.4 Alcune considerazioni epistemologic he

V erso la �ne del XIX secolo sem bra v a c he la �sica fosse ormai completa da un pun to

di vista teorico. La sua struttura era costituita da quattro grandi pilastri:

� Meccanica classica

� T ermo dinamica

� Elettro dinamica

� Fisica statistica

La r elatività a vrebb e do vuto uni�care tutti questi campi, rendendo la struttura �sica

in v arian te.

La relatività ristretta era in grado di unire tutte le teorie non ineren ti l'in terazione

gra vitazionale come ad esempio la meccanica classica e l'elettromagnetismo elimi-

nando il concetto di eter e

18

c he in terferiv a nell'unione delle due teorie. Inoltre questi

principi p otev ano essere in tro dotti anc he in termo dinamica.

Malgrado ciò, era una teoria imp erfetta e incompleta sia da un pun to di vista logico

c he estetico ed era dunque necessario ampliarne gli orizzon ti.

Abbiamo visto en passan t nella sezione 3.2 alcune imp erfezioni della teoria della

gra vitazione univ ersale di Newton, c he Einstein è riuscito a fo calizzare rendendosi

con to delle incompatibilità di questa teoria con la sua. Dal pun to di vista empiri-

co, la relazione c he form ulò Newton da v a risultati so ddisfacen ti su bassa scala, ma

com unque si tratta v a di una teoria approssimativ a c he anda v a rimpiazzata con qual-

cosa di più plausibile.

In virtù di p erfezionare la teoria preesisten te, Einstein era alla ricerca di una teoria

c he so ddisfacesse anc he un criterio epistemolo gic o interno di eleganza, uni�cazione

e semplicità.

Il ver o pr oblema er a quel lo di tr ovar e una spie gazione sempr e più uni�c ata di tutta

la �sic a p artendo dal l'identi�c azione dei punti meto dolo gic amente deb oli, o risolti

in manier a anche c onc ettualmente e �loso�c amente inso ddisfac ente, op er ando una

critic a c ostruttiva sul quadr o scienti�c o che gli si pr esentava innanzi. [6]

18

Ip otetico mezzo di propagazione della luce, c he, con l'esp erimen to di Mic helson e Morley [1],

è stato riten uto sup er�uo in quando non era p ossibile mettere in luce la sua esistenza.
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3.5. Principi di base 31

3.5 Principi di base

Nel primo capitolo abbiamo in tro dotto alcuni principi c he ci sono tornati utili p er

comprendere la relatività sp eciale e c he p ossono essere ripresi in parte p er strutturare

anc he la relatività generale.

Einstein si era reso con to c he una teoria n uo v a comp orta v a l'in tro duzione di ulteriori

principi, in mo do da a v ere un pun to di riferimen to più solido dal quale si p otev ano

rica v are alcune considerazioni imp ortan ti c he gli a vrebb ero p ermesso di pro cedere

nel suo la v oro.

3.5.1 Principio di relatività

Questo principio fondamen tale, abbastanza simile a quello riscon trato nella relatività

ristretta, è costituito dall'unione di due principi:

� Principio di oggettività : T utti i sistemi di c o or dinate sono e quivalenti p er

p ar ametrizzar e gli eventi.

L'o ggettività della descrizione della natura è l'essenza di tutta la teoria rela-

tivistica e, di conseguenza, ab olisce la condizione di privilegio c he detenev ano

i sistemi di riferimen to inerziali. Ciò c he era in principio compatibile uni-

camen te con i sistemi inerziali, d'ora in p oi sarà generalizzato a qualsiv oglia

sistema di riferimen to.

� Principio di co v arianza : L e le ggi �siche che descrivono i fenomeni natur ali

mantengono la stessa forma p er qualsiasi sistema di c o or dinate pr eso in c on-

sider azione.

An ticipando un p o' l'idea di fondo della relatività generale, lo spazio-temp o

c he struttura il nostro Univ erso acquisisce la sua propria geometria in teragen-

do con la materia e l'energia c he vi sono con ten ute al suo in terno. Dunque

lo spazio-temp o è deformato dalla massa e dall'energia e dunque non p ossiede

più le proprietà conformi alla geometria di Euclide.

A tal prop osito, è necessario rimpiazzare il concetto di sistema di riferimento

con il concetto di sistema di c o or dinate .

3.5.2 Principio di equiv alenza deb ole

Come gia è stato ribadito più v olte, non era facile p er Einstein visualizzare immedia-

tamen te il pun to di partenza da do v e cominciare a form ulare n uo v a teoria. Infatti

era necessario rica v are delle considerazioni utili e tener con to della struttura �sica

sviluppata in precedenza. Il principio d'e quivalenza è stato da vv ero un buon inizio

con il quale si aprirono molteplici strade su cui era p ossibile iniziare a la v orare. In

particolare la conclusione esp osta nella sezione 3.3.4 ci p ermetterà di capire meglio

questo principio.
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32 Capitolo 3. Relatività generale

Principio di equiv alenza deb ole

Equivalenza tr a massa inerziale e massa gr avitazionale: m = m�

Questo principio mostra c he tutti i corpi c he si tro v ano in una situazione di caduta

lib era in un c amp o gr avitazionale uniforme , subiscono la stessa accelerazione v erso

il basso.

P er comprendere meglio questo principio, è utile analizzare qualc he situazione parti-

colare serv endo ci del complemen to di meccanica c he abbiamo in tro dotto nella sezione

3.3.

Ascensore di Einstein

Sia R il sistema di riferimen to terrestre e R 0
un sistema di riferimen to in cui è p osto

a rip oso un so�sticato ascensore A , progettato in mo do da ann ullare l'attrito con

l'aria, c he, all'inizio dell'esp erimen to, è ten uto sosp eso immobile ad una quota h dal

suolo terrestre. All'in terno di A c'è un'osserv atore O0
, c he attacca un dinamometro

al so�tto dell'ascensore e successiv amen te app ende a quest'ultimo un oggetto di

massa gra vitazionale m�
, in mo do da allungarlo di � ` .

L'idea è di capire c he cosa osserv erà O0
se si do v esse tagliare la corda di sosp ensione

di A . P er far ciò, utilizzeremo le relazioni c he abbiamo in tro dotto nella sezione 3.3.

Ammettendo c he il camp o gra vitazionale terrestre sia uniforme, p ossiamo descriv ere

la situazione usando l'equazione (3.9).

P er un problema in una dimensione spaziale, abbiamo:

k~g0k = k~gk � k ~aR 0=R k

do v e c hiaramen te l'accelerazione k~aR 0=R k v erso il basso è di 9.81 [ m=s2] e l'in tensità

del camp o gra vitazionale terrestre è 9.81 [ N=kg].

Con un appropriato manip olamen to delle unità di misura, si può notare c he k~gk e

k~aR 0=R k sono equiv alen ti in fatto di mo dulo e p ossiamo concludere c he l'in tensità

del camp o gra vitazionale c he osserv a O0
all'in terno di A è n ulla.

In particolare se ~g0 = ~0, signi�ca c he all'in terno dell'ascensore è stata eliminata la

gra vità e questa situazione è esattamen te analoga a quella c he vivrebb e un astro-

nauta all'in terno di una stazione spaziale p osta lon tana da tutti i corpi celesti

19

.

A desso c he O0
si tro v a in un sistema di riferimen to in cui non c'è gra vità, tro v erà

abbastanza in teressan te il fatto c he il dinamometro non è più allungato, malgrado ci

sia l'oggetto attaccato alla sua estremità. Questo risultato non ci sconcerta a�atto

p oic hé sappiamo b enissimo c he se la forza p eso è n ulla in assenza di gra vità, non

vi sono altre forze in gio co in grado di deformare il dinamometro. P er curiosità, O0

p otrebb e tirar fuori la sua p enna e pro v are a lanciarla in aria, ma noterebb e b en

presto c he la p enna non casc herebb e sul pa vimen to dell'ascensore, b ensì resterebb e

sosp esa a mezz'aria �n tan to c he l'ascensore è in condizione di caduta lib era. Questo

risultato ci mostra c he è imp ossibile rendersi con to se ci si tro v a in un sistema di

riferimen to uniformemen te accelerato in presenza di gra vità o in uno inerziale in cui

vi è assenza di gra vità. Consideriamo la situazione iniziale in cui O0
sta v a all'in ter-

19

P er evitare una qualsiasi in terazione gra vitazionale c he p erturb erebb e la p ercezione

dell'astronauta.
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Figura 3.7: Un ascensore ten uto sosp eso al quale viene tagliata la corda di

sosp ensione.

no di A prima c he il ca v o di sosp ensione fosse stato tagliato. Allora l'osserv atore

p otev a concludere c he ~g0 = ~g: la gra vità c he p ercepiv a nell'ascensore era do vuta alla

gra vità terrestre, senza considerare l'ip otesi di tro v arsi in un razzo in traslazione

uniformemen te accelerata di mo dulo g in una regione dello spazio senza in terazione

gra vitazionale. Difatti in am b edue i casi a vrebb e detto c he c'è una forza attrattiv a

do vuta alla presenza di un camp o gra vitazionale. La di�erenza è c he nel primo ca-
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Figura 3.8: Un ascensore di una stazione spaziale lon tana da tutti i corpi celesti c he

da fermo, accelera v erso l'alto di 9.81 [ m=s2].

so, in cui si tro v a v a in ascensore, si tratta v a un v ero camp o gra vitazionale, men tre

nel secondo caso si sarebb e trattato di un camp o gra vitazionale apparen te do vuto
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34 Capitolo 3. Relatività generale

a delle forze apparen ti c he si sarebb ero v eri�cate all'in terno di un sistema di riferi-

men to accelerato.

Si può concludere c he non è p ossibile distinguere se ci si tro v a in sistema inerziale

con gra vità o in uno accelerato in assenza di gra vità.

Questo p ermise ad Einstein di form ulare un n uo v o principio c he generalizza v a il

principio d'equiv alenza deb ole.

3.5.3 Principio di equiv alenza forte

Per o gni punto P del lo sp azio-temp o, è p ossibile asso ciar e un sistema lo c almente

inerziale p er il quale le le ggi del la �sic a sono identiche al le le ggi che si ric avano in

assenza di gr avità r elativamente ad un sistema di riferimento inerziale, se c onside-

riamo un intorno

20

nel lo sp azio-temp o di P.

Questo principio p ermette di generalizzare il principio d'equiv alenza deb ole a tutta

la �sica, in mo do tale da consolidare il principio di oggettività e rendere la relatività

generale una teoria relativistica della gra vità a tutti gli e�etti. Come abbiamo già

a vuto mo do di v edere, i sistemi di riferimen to uniformemen te accelerati su cui non

agisce la gra vità sono l'esatto equiv alen te di quelli inerziali su cui la gra vitazione

imp one le sue proprietà. P ertan to non è p ossibile distinguere con nessuna esp e-

rienza di �sica se ci tro viamo nel primo tip o di sistema di riferimen to descritto o

risp ettiv amen te nel secondo.
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Figura 3.9: Sulla sinistra abbiamo uno Space Sh uttle fermo sul suolo terrestre, in

attesa del lancio e sulla destra un razzo in accelerazione uniforme di mo dulo g nello

spazio profondo.

20

Una regione in�nitamen te piccola attorno ad un pun to.
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3.5.4 Principio di Mac h

Il mo do in cui è distribuita la materia e la r adiazione elettr omagnetic a agisc e sul lo

sp azio-temp o p er cr e ar gli la ge ometria. L a ge ometria agisc e sul la materia e sul l'ir-

r aggiamento p er cr e ar e il moto.

Con questo principio, ci a vviciniamo all'idea di fondo di tutta la relatività generale,

c he non considera la gra vità come una forza, ma come un e�etto do vuto all'incur-

v atura dello spazio-temp o. P er capire meglio questo principio facciamo un esempio

concreto: se i pianeti girano attorno al Sole, questo non è il risultato di una forza,

b ensì dell'incurv atura dello spazio-temp o do vuta all'irraggiamen to e alla materia c he

comp one il Sole e c he fa si c he i pianeti man tengano il loro moto sulla propria orbita

ellittica.

Il principio di Mac h p ermise ad Einstein di rimpiazzare la teoria della gra vitazione

univ ersale di Newton con una n uo v a concezione: gra vità vista come proprietà geo-

metrica dello spazio-temp o.

3.6 Conseguenze del principio di equiv alenza

Con un pro cedimen to puramen te lo gic o-de duttivo , p ossiamo rica v are alcune conside-

razioni in teressan ti dal principio d'e quivalenza forte .

3.6.1 E�etto della gra vità sulla luce

Consideriamo un laser, solidale con un sistema di riferimen to inerziale e uno Space

Sh uttle in accelerazione uniforme v erso l'alto. Supp oniamo c he il raggio laser riesca

a p enetrare nella na vicella spaziale senza danneggiare il riv estimen to, in mo do tale

c he il fascio di luce pro dotto dal laser p ossa essere osserv ato dall'astronauta all'in-

terno del razzo. Cosa osserv erà l'astronauta? Siccome il razzo non è un sistema

di riferimen to inerziale, p ossiamo essere sicuri c he non descriv erà il moto del fa-

scio come lo descriv erebb ero i sistemi di riferimen to inerziali, o vv ero con un MR U.

Si può facilmen te in tuire c he la traiettoria descritta dal pilota dello Space Sh uttle

sarà una curva

21

. A desso, usando il principio d'e quivalenza forte , p ossiamo rica v are

una considerazione molto imp ortan te. Alla luce di quan to abbiamo in tro dotto nella

sezione 3.5.3, appare lampan te la profonda analogia tra accelerazione e gra vità. In

p o c he parole, un sistema di riferimen to accelerato su cui non agisce gra vità è l'esatto

analogo di quello inerziale su cui la gra vità esercita le sue proprie leggi. Quindi al-

l'in terno del nostro Space Sh uttle a vremo una regione spaziale in cui i fenomeni �sici

si comp ortano come in presenza di gra vità e, siccome il fascio di luce pro dotto dal

laser appare incurv ato all'in terno della na vicella spaziale, p ossiamo concludere c he

la gra vità incurv a i raggi di luce. Del resto, se consideriamo la luce come insieme di

particelle elemen tari (fotoni = 
 ), sem bra c hiaro c he questi v errebb ero deviati dalla

21

Come v edremo in seguito, si tratta di una curv a c he congiunge due pun ti dello spazio temp o

in mo do tale c he il temp o proprio c he li separa sia massimo. Le curv e di temp o proprio massimo

sono dette ge o detiche .
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Figura 3.10: Un laser c he emmette un raggio di luce con un MR U e un razzo in

accelerazione uniforme v erso l'alto. All'in terno del razzo, il fascio di luce pro dotto

dal laser appare incurv ato.

gra vità. T utta via bisogna fare attenzione quando si utilizza la meccanica di New-

ton, p oic hé M 
 = 0 , e usando la form ula

~Fp = m� ~g si otterrebb e c he la forza agen te

sui fotoni è n ulla e dunque essi non v errebb ero deviati. Questo errore è do vuto al

fatto c he Newton considera v a i tre tipi di massa uguali n umericamen te (v edi sezione

2.5.1), il c he è scorretto. Difatti M 
 = 0 non implica m
 = 0 .

Figura 3.11: Le onde elettromagnetic he emmesse da un satellite subiscono una

deviazione pro v o cata dal Sole, prima di giungere sulla sup er�cie terrestre.
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3.6.2 E�etti della gra vità sullo spazio e sul temp o

Ci o ccup eremo ora di analizzare come v engono in�uenzati spazio e temp o dalla gra-

vità. Come di consueto, consideriamo una situazione particolare c he ci p ermetta di

comprendere appieno ciò c he si sta facendo. Innanzitutto, supp oniamo di a v ere un

disco rotan te (= R 0
) c he ruota attorno al suo asse di simmetria a v elo cità angolare

~! costan te. Al cen tro del disco è p osto un orologio H solidale con il sistema di

riferimen to inerziale R e un secondo orologio H 0
viene in v ece messo al b ordo del

disco. Siccome R 0
non è inerziale p er an tonomasia

22

, non p otremo applicare diret-

tamen te le trasformazioni di Loren tz p er passare dalla misurazione di H 0
a quella

di H . P er questo motiv o sarà utile riutilizzare il concetto di sistema di riferimento

lo c almente inerziale , c he sostanzialmen te ci p ermette di asso ciare p er ogni istan te

c he parametrizza la traiettoria di H 0
un sistema di riferimen to in cui esso è p osto

a rip oso e c he p ossiede istan taneamen te un MR U risp etto a R (v edi sezione 2.4.2).

Siccome R loc lo si de�nisce istan taneamen te inerziale, p otremo utilizzare le trasfor-

mazioni di Loren tz dalle quali si nota facilmen te c he � t0 < � t . Sempre serv endo ci
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Figura 3.12: Un disco rotan te in cui sono p osti due orologi H e H 0
, uno al cen tro

del disco e l'altro sul b ordo.

della preziosa analogia tra gra vità e accelerazione do vuta al principio d'e quivalenza

forte , p ossiamo concludere c he la gr avità agisc e sugli or olo gi c on l'e�etto di r al len-

tarli : un orologio sottop osto ad un in�usso gra vitazionale scandisce un suo temp o

proprio c he apparirebb e dilatato risp etto a quello c he misurerebb e un orologio su

cui non do v esse agire la gra vità. V a inoltre aggiun to c he il mo dulo dell'accelerazione

v ale a = ! 2R , da cui si capisce facilmen te c he più ci allon taniamo dal cen tro del di-

sco, più l'accelerazione sarà grande. Ciò vuol anc he dire c he più è in tensa la gra vità

c he subisce l'orologio, più esso viene rallen tato.

Considerando lo stesso disco rotan te della situazione preceden te, metteremo sta v olta

una riga tangen te al b ordo p er p oter misurare la circonferenza del disco. Quando

esso è in fase di rotazione, la riga si con trae nella direzione parallela a quella del

22

Un disco rotan te non costituisce mai un sistema di riferimen to inerziale, p oic hé il v ettore

v elo cità di un PM c he si m uo v e sulla sua sup er�cie acquista direzione e v erso div ersi p er ogni

pun to della traiettoria. Questo p ermette di a�ermare c he il PM è accelerato risp etto ad un sistema

di riferimen to inerziale.
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v ettore ~v(t) risp etto a R . Come nella situazione preceden te, useremo un sistema

di riferimen to lo calmen te inerziale p er p oter utilizzare le trasformazioni di Loren tz

su un in terv allo in�nitesimale. Se p er ogni istan te la riga si con trae, a vremo c he

complessiv amen te la circonferenza misurata da R sarà inferiore a quella misura-

ta da un osserv atore O0
, solidale al disco rotan te. P ertan to C < C 0

e siccome

nella direzione p erp endicolare al moto non vi è con trazione, la lunghezza del rag-

gio del disco è uguale in en tram bi i sistemi di riferimen to ( R = R0
). Usando la

tradizionale form ula p er calcolare la circonferenza nella geometria euclidea, a vremo

c he C0 = 2R0� = 2R� = C , il c he è eviden temen te in con traddizione con quan to

abbiamo concluso p o co fa nella misura in cui C 6= C0
. Questo ci p ermette di dire

c he in R 0
a vremo uno spazio-temp o c he non risp etta più gli assiomi della ge ometria

euclide a . Usando sempre il principio d'e quivalenza forte , se un sistema di riferimen to

accelerato non descriv e i fenomeni �sici tramite la geometria euclidea, allora in pre-

senza di un camp o gra vitazionale la descrizione della natura non sarà più conforme

alla ge ometria piatta .

Siamo dunque costretti ad abbandonare la geometria euclidea sulla quale

abbiamo da sempre la v orato e dobbiamo rimpiazzarla con qualcosa di più

confacen te ai p ostulati della r elatività gener ale .

Ci tro viamo di fron te ad un problema non irrilev an te: come faremo a descriv ere la

natura sotto l'in�usso della gra vità se il temp o non può più essere misurato tramite

l'uso di orologi e se lo sp azio non risp etta i p ostulati di Euclide?

P ossiamo com unque essere certi c he uno spazio-temp o non in�uenzato dalla gra vità

si può descriv ere usando la forma biline ar e � 23

, men tre c he nel caso in cui abbiamo

uno spazio-temp o deformato dalla gra vità, do vremo far cap o ad una n uo v a metric a ,

c he con tenga l'informazione sul tip o di curv atura c he de�nisce la struttura spazio-

temp orale. Una cosa è certa: la gra vità non si presen ta più come una forza

c he agisce sui corpi c he la subiscono, b ensì come una proprietà geometrica

dello spazio-temp o legata in trinsecamen te alla curv atura c he lo struttura.

Figura 3.13: La gra vità terrestre è la curv atura spazio-temp orale c he a vv olge il

nostro pianeta.

23

Spazio-temp o di Mink o wski (v edi sezione 2.4.1).
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3.7 Alcune evidenze sp erimen tali

Come già sappiamo, la teoria dev e essere sempre concorde con l'esp erienza, in caso

con trario non descriv e la natura come appare da vv ero. P ertan to esaminiamo qualc he

pro v a sp erimen tale a fa v ore della r elatività gener ale .

3.7.1 Redshift gra vitazionale

Questo e�etto gr avito-ottic o non solo sostiene la r elatività gener ale p er il fatto c he è

una pro v a dell'e�etto gra vitazionale sul temp o, ma acquista anc he una certa imp or-

tanza nell'am bito della c osmolo gia . Infatti molte considerazioni sul nostro Univ erso

sono state fatte solo usando il redshift. V a com unque detto c he in cosmologia si

utilizza il r e dshift c osmolo gic o

24

e non quello gr avitazionale . T utta via en tram bi si

basano sull' e�etto Doppler r elativistic o c he sussiste nel fatto di mettere in relazione

la frequenza d'emissione � e di fotoni da una sorgen te S e quella di ricezione � r da

parte di un detettore D .

V ediamo di c he si tratta: prendiamo in considerazioni due detettori tali c he, il primo

(c he noteremo E ) abbia la funzione di emettere fotoni e il secondo (c he noteremo R )

a vrà il compito di ricev ere i fotoni emessi da E e misurarne la frequenza di ricezione.

Am b edue i detettori sono immersi in un camp o gra vitazionale costan te di mo dulo

g. L'esp erimen to consiste nel lasciare in fase di caduta lib era E e R nel camp o

gra vitazionale nello stesso istan te quando un fotone viene emesso da E e si dirige

v erso R . Siccome l'emettore e il ricettore sono sistemi di riferimen to lo c almente i-

nerziali , useremo l'e�etto Doppler relativistico della r elatività sp e ciale p er mettere

in relazione le frequenze � e e � r . Così facendo abbiamo:

� r = � e

r
c + v
c � v

(3.12)

do v e c hiaramen te v è la v elo cità dell'emettore E risp etto al ricettore R nell'istan te

in cui quest'ultimo ricev e il fotone e misura la risp ettiv a frequenza con la quale

gli p erviene. In particolare v = gt, do v e eviden ten temen te

� z
c = t è il temp o c he

sussiste in fase di caduta lib era nel camp o gra vitazionale uniforme tra l'emissione

del fotone e la sua risp ettiv a ricezione da parte di R 25

. A desso, utilizzando il fatto

c he g� z = �� = � E � � R , do v e � E e � R sono i risp ettivi p otenziali gr avitazionali

di E e di R , otteniamo:

� r

� e
=

s
c + ��

c

c � ��
c

�
�

1 +
��
c2

�
(3.13)

da cui

24

Il redshift cosmologico ha dimostrato c he le galassie sono in moto relativ o tra loro e ci suggerisce

c he l'Univ erso si sta espandendo. Essenzialmen te si basa sul confron to delle frequenze di fotoni

emessi da una galassia G1 risp ettiv amen te ricevuti da una seconda galassia G2 . In tal mo do si può

determinare il moto relativ o tra le due galassie do vuto all'espansione dell'Univ erso.

25

Siccome l'in terv allo temp orale c he separa l'istan te di emissione e quello di ricezione è abbas-

tanza piccolo (v � c) , p otremo applicare la meccanica newtoniana p er la descrizione del moto di

E e risp ettiv amen te quello di R in fase di caduta lib era all'in terno del camp o gra vitazionale.
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� r � � e

� e
=

� �
� e

t
��
c2

=
� E � � R

c2
(3.14)

P ossiamo facilmen te notare c he p er un fotone c he precipita all'in terno di un camp o

gra vitazionale abbiamo � � < 0: la frequenza del fotone aumen ta sp ostandosi v erso

il blu. In questo caso si parla di gr avitational blueshift . Vicev ersa, se un fotone v a

nel senso opp osto a ~g, la frequenza dimin uirà e a vremo dunque uno sp ostamen to

v erso il rosso: gr avitational r e dshift .
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Figura 3.14: A sinistra abbiamo la situazione in cui il fotone viene emesso e sul-

la destra la ricezione del fotone dop o lo sp ostamen to di frequenza in un camp o

gra vitazionale costan te.

Figura 3.15: Lo sp ettro della luce.
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Figura 3.16: Redshift rappresen tato via computer.

3.7.2 Len ti gra vitazionali

Un asp etto curioso, nonc hé conseguenza diretta dell'e�etto della gra vità sulla luce,

è rappresen tato dalle cosiddette lenti gr avitazionali . Difatti le lenti gr avitazionali

sono una dimostrazione c he l'in�usso della gra vità pro v o ca la deviazione dei raggi

di luce.

I raggi luminosi pro v enien ti da un oggetto molto distan te dal nostro pianeta p ossono

essere deviati da un camp o gra vitazionale pro dotto, ad esempio, da una galassia c he

si tro v a in terp osta lungo la linea di vista. In questo caso si formano due o più

immagini apparen ti dell'oggetto distan te c he sv elano p erciò la sua esistenza. Sicu-

ramen te, un astronomo c he non do v esse tener con to della r elatività gener ale sarebb e

tratto in inganno ad a�ermare c he vi sono più corpi celesti anzic hé uno solo. Difatti

vi sono più immagini c he ci p erv engono sulla terra do vute alle molteplici direzioni di

deviazione pro v o cate dalla galassia in terp osta tra il pianeta terra e l'oggetto in que-

stione. T enendo con to di questa illusione ottica pro v o cata dalle len ti gra vitazionali,

sono stati scop erti molti oggetti distan ti nell'Univ erso, come i quasar o altre galassie.

[7]

Figura 3.17: In questo esempio si formano degli arc hi c he sono le immagini distorte

dell'oggetto distan te do vute al camp o gra vitazionale della galassia in terp osta.
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Figura 3.18: In questo esempio di len te gra vitazionale, si formano delle immagini

apparen ti pun tiformi dell'oggetto distan te p oic hè la massa in terp osta ha simmetria

sferica.

3.7.3 Esp erienza di P ound e Rebk a

L'esp erimen to di Pound e R ebka sv olto nel 1959 fu l'ultimo test classico p er quel

c he concerne la r elatività gener ale . Inoltre quest'esp erienza ha confermato empirica-

men te la v alidità del r e dshift gr avitazionale , tenendo con to c he gli orologi in�uenzati

da un camp o gra vitazionale qualsiasi

26

scandiscono il loro temp o pr oprio relativ a-

men te a do v e sono lo calizzati

27

.

Il test si basa essenzialmen te sul seguen te principio: quando un atomo en tra in

fase di transizione tra un liv ello eccitato e quello fondamen tale, quest'ultimo emette

un fotone 
 con frequenza ed energia sp eci�c he

28

. Se questo stesso atomo assorb e un

fotone con la stessa frequenza ed energia con le quali ha emesso il suo fotone, allora

passa dallo stato fondamen tale a quello eccitato di prima. Come abbiamo già a vuto

mo do di v edere, un fotone c he si propaga all'in terno di un camp o gra vitazionale,

subisce una v ariazione di frequenza e automaticamen te anc he d'energia: ciò è do vu-

to infatti al r e dshift gr avitazionale . La cosa in teressan te è c he l'atomo non è più in

grado di riassorbire il fotone p erc hé la condizione necessaria è stata alterata. P er

risolv ere il problema, metteremo in moto relativ o l'atomo c he ha emesso 
 risp etto

a quello c he dev e assorbire 
 , in mo do tale da correggere la frequenza via e�etto

Doppler . Infatti quest'ultimo ann ulla l'e�etto gra vito-ottico do vuto alla presenza

del camp o gra vitazionale scegliendo la v elo cità corretta e fa si c he il fotone v enga

assorbito con successo.

26

In generale, i campi gra vitazionali non sono quasi mai uniformi. Questo signi�ca c he p er ogni

pun to dello spazio immerso in tale camp o gra vitazionale si a vrà un'in tensità div ersa.

27

Se consideriamo due orologi H1 e H2 tali c he, il primo giace sul suolo terrestre e il secondo si

tro v a ad una quota h dal suolo, su H2 agirà eviden temen te una gra vità meno in tensa di quella c he

subisce H1 . P ertan to � � 1 < � � 2 : i due orologi scandiscono il loro temp o proprio in mo do div erso

in luoghi div ersi.

28

La relazione c he sussiste tra frequenza ed energia è dato dalla form ula di Planc k E = h� , do v e

h = 6 :626� 10� 34[ J � s] è la c ostante di Planck .
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L'esp erimen to di Pound e R ebka fu attuato presso la Harv ard Univ ersit y usando

due blo cc hi di ferro separati da una distanza v erticale di 22.5 [ m] in mo do c he il

blo cco p osto sulla parte sup eriore a v esse il compito di emettere raggi gamma

29

e

quello situato al di sotto del primo la funzione di assorbire il fascio di fotoni. Così

facendo, si osserv ò una v ariazione di frequenza sp ettrale tenden te al blu e, cam bian-

do la v elo cità del blo cco sup eriore, si è p otuto determinare il blueshift gr avitazionale

esaminando quando lo sp ostamen to v erso il rosso causato dall'e�etto Doppler p erme-

ttev a l'assorbimen to del fotone. Il risultato c he si è otten uto è abbastanza concorde

con la teoria della relatività generale con un'imprecisione del 10%, c he v enne p oi

migliorato del 1% da P ound e Snider. [1]

Figura 3.19: Illustrazione dell'esp erimen to di P ound e Rebk a.

29

F otoni ad alta frequenza.
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3.8 Geometria di�erenziale

Siamo giun ti �nalmen te al n ucleo cen trale della r elatività gener ale , o vv ero all'asp et-

to geometrico c he ci p ermetta di descriv ere la gra vità come una curvatur a sp azio-

temp or ale generata dalla materia presen te nell'Univ erso e non più come una forza

c he agisce sui corpi. P er quel c he ci concerne, la geometria piatta non è in grado di

aiutarci in questa descrizione e quindi v a messa da parte, e, al suo p osto, in tro dur-

remo un n uo v o strumen to matematico capace di render con to delle proprietà di uno

spazio curv o. Le basi matematic he di questa n uo v a geometria c he adotteremo erano

state esplorate in precedenza dal la v oro di Lobacevskij, Boly ai e Gauss, c he a v ev ano

dimostrato la non necessarietà del quinto p ostulato di Euclide

30

; inoltre il formalismo

p er uno spazio non-euclideo era stato sviluppato da Riemann, studen te di Gauss.

Siccome una geometria di tale complessità non risp ecc hia v a minimamen te il mondo

c he riusciamo a p ercepire, fu inesorabilmen te etic hettata come inapplicabile, �no

all'in tro duzione appun to della relatività generale.

Figura 3.20: Geometria non euclidea.

3.8.1 Geo detic he e temp o proprio massimo

In matematica, e più precisamen te in geometria di�erenziale, una ge o detic a è una

particolare curv a c he descriv e lo calmen te la traiettoria più brev e fra pun ti di un

particolare sp azio metric o .

P er descriv ere come si m uo v e un corp o nello spazio-temp o dobbiamo studiare la

sua line a d'universo . Nella relatività sp eciale appare c hiaro c he un PM su cui non

agiscono forze esterne man tiene un MR U e dunque la sua linea d'univ erso sarà una

retta. Questa curv a difatti massimizza il temp o proprio tra due pun ti nello spazio-

temp o nella misura in cui questo PM p ercorrerebb e lo stesso tragitto ma in temp o

minore se su di esso agissero delle forze, ma eviden temen te in tal caso non sarebb e più

un c orp o lib er o . Dunque de�niremo come ge o detic a quella curv a p er la quale il temp o

pr oprio è massimo . Fin qui non sem brano esserci grossi problemi p oic hé abbiamo

solamen te ripreso alcuni concetti della r elatività ristr etta e li abbiamo applicati nella

metrica � dello spazio-temp o di Mink o wski. A desso, se p ensiamo all'esp erimen to

30

Il quin to p ostulato di Euclide a�erma sostanzialmen te c he due rette parallele nello spazio

restano sempre equidistan ti.
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3.8. Geometria di�erenziale 45

dell' asc ensor e di Einstein , notiamo facilmen te c he un corp o in caduta lib era p osto

in questo ascensore

31

do vrà risp ettare la form ula come tutti i corpi lib eri:

d2x �

d� 2
=

dw�

d�
= 0 (3.15)

Questo fatto è in telleggibile solamen te in riferimen to al principio d'e quivalenza forte

dal momen to c he i corpi sottomessi alla gra vità sono l'equiv alen te a quelli accelerati.

In questo caso l'accelerazione v erso il basso fa si c he l'e�etto della gra vità non p ossa

essere p ercepita all'in terno dell'ascensore. Il prossimo passo da fare è capire come

facciamo a riscriv ere la form ula de�nita p o c'anzi secondo un altro sistema di ri-

ferimen to. P er far ciò si do vrà approfondire il concetto di metric a . In particolare

sappiamo c he la metrica piatta � è unicamen te conforme ad uno spazio-temp o priv o

di gra vità e quindi saremo costretti a de�nire una n uo v a metrica g: una n uo v a forma

bilineare c he include in se tutta l'informazione delle proprietà geometric he, in parti-

colare la curv atura dello spazio-temp o c hiamata anc he tensor e metric o . Questo raf-

�nato strumen to di algebra lineare c he può essere de�nito in qualsiv oglia n umero di

dimensioni e riesce a rip ortare tutta l'informazione delle varietà ge ometriche

32

, come

ad esempio le sup er�ci sferic he, ip erb olic he oppure v arietà ancora più complesse.

3.8.2 Equazione generale delle geo detic he

P er p oter maneggiare questa curv a c hiamata ge o detic a rica v ando di prop osito con-

siderazioni utili sul moto di un certo PM, la cui linea d'univ erso è p er l'appun to

quest'ultima, dobbiamo conoscere la sua e quazione gener ale con la quale è de�ni-

ta e, nella misura in cui riusciamo a risolv ere tale e quazione di�er enziale , a vremo

risolto il problema.

Innanzitutto de�niamo l'elemento di line a della metrica g come

ds2 =
3X

�;� =0

g�� dx� dx� � g�� dx� dx�
(3.16)

do v e adotteremo la c onvenzione di Einstein

33

p er form ularlo. Successiv amen te

bisogna de�nire il concetto di temp o pr oprio nell'am bito della relatività generale

p oic hé è un elemen to in v arian te. Quest'ultimo può essere espresso come:

d� =
p

� g�� dx� dx�
(3.17)

c he non è nien t'altro c he una generalizzazione del caso della relatività sp eciale in cui

le linee d'univ erso sono caratterizzate da � s2 � 0.

31

Questo ascensore costituisce un sistema di riferimen to lo calmen te inerziale.

32

Sup er�cie immersa nello spazio c he p ossiede una particolare somiglianza ad una sup er�cie

piatta in una piccola regione dello spazio c he le appartiene.

33

Con v enzione propria della relatività generale, utile p er comprimere il più p ossibile la scrittura

riguardan te la somma degli indici rip etuti

X

�

a� b� � a� b� :
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De�niti questi due elemen ti basilari, dobbiamo utilizzarli in virtù di giungere al-

l'equazione generale delle geo detic he. P er quello c he ci riguarda, sappiamo c he

una geo detica è una curv a p er la quale il temp o proprio � è massimo, p ercui non

resta altro c he massimizzare la funzione � . Una geo detica da A a B è la curv a

massimizzan te

L[x � (�)] =
Z B

A

r

� g��
dx�

d�
dx�

d�
d� (3.18)

do v e abbiamo scelto come parametro � p er p oter parametrizzare le p ossibili linee

d'univ erso del PM. A desso, senza en trare tropp o nei particolari p er via della com-

plessità e p er la mancanza di strumen ti matematici ineren ti al pro cedimen to, si

dimostra c he l'e quazione gener ale del le ge o detiche ha la forma:

d2x �

d� 2
+ � �

%&
dx%

d�
dx&

d�
= 0 (3.19)

do v e � �
%&è noto come c onnessione a�ne o anc he come simb oli di Christo�el , c he sono

legati in trinsecamen te alla metrica c he si sta adop erando. In questo caso i sim b oli

di Christo�el sono espressi in funzione della forma bilineare g in mo do seguen te:

�  
�� =

1
2

g # (@� g�# + @� g#� � @#g�� ) (3.20)

do v e abbiamo usato l'abbreviazione

@
@x� � @� .

Elenc hiamo qualc he proprietà in teressan te dei sim b oli di Christo�el:

1. g�'
è il recipro co di g�' e p ertan to si ha g�' g'" = � �

" do v e � �
" = 1 se � = " e 0

se � 6= " .

2. Una p eculiarità della connessione a�ne è la simmetria risp etto gli indici p osti

in basso: � �
�� = � �

�� . Questa proprietà facilita notev olmen te il calcolo dei

sim b oli di Christo�el.

3. g�� è il nostro tensor e metric o c he v aria a dip endenza del problema �sico. In

altre parole, p er ogni situazione ci sono v ari tipi di geometria c he ric hiedono a

sua v olta il cam biamen to di tensore.

4. Ritro v eremo questi sim b oli anc he nel tensor e di curvatur a di R iemann .

3.8.3 Concetti di curv atura

P er proseguire è necessario fare un piccolo excursus p er quel c he concerne la con-

cezione di curvatur a . Come già sappiamo, una varietà ge ometric a è una sup er�cie

immersa in uno sp azio metric o c he in regioni su�cien temen te piccole si riconduce

ad una sup er�cie piatta . Questo è il tipico caso c he ritro viamo sulla T erra c he è p er

l'appun to quasi sferica: sp ostando ci in autostrada non p ossiamo sicuramen te dire

c he la nostra traiettoria segua la sup er�cie curv a di una sfera. Questo p erc hé la

T erra è una pseudo-sfera su�cien temen te grande da farci credere c he la regione in

cui ci tro viamo sia totalmen te piatta. P er quan to noi crediamo di andare diritto,

in realtà seguiamo una geo detica. Si può dunque osserv are c he il nostro senso co-

m une ci p ermette di de�nire la curv atura di una v arietà in 1D o 2D immerse nello
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spazio euclideo 3D in cui viviamo. Difatti questo concetto di curv atura dip ende ge-

neralmen te dalla ge ometria estrinse c a , o vv ero da come essa appare quando si tro v a

immersa in uno spazio metrico di dimensione sup eriore. In p o c he parole saremmo in

grado di visualizzare il tip o di curv atura se ci tro v assimo in uno spazio metrico c he

abbia una dimensione in più rip etto alla v arietà c he si v orrebb e studiare. Ma come

faremo a studiare v arietà geometric he in 3D? Noi umani siamo in grado di concepire

un ip erspazio 4D? Oppure una domanda ancora più complessa: se lo spazio-temp o

è uno spazio metrico di tre dimensioni spaziali e una temp orale il c he fa un totale

di quattro dimensioni, riusciremo mai a capire cosa signi�ca uno spazio metrico in

5D?

F acciamo qualc he esempio concreto: se un PM lib ero viaggia in uno spazio 3D in-

curv ato, esso man terrà una traiettoria il più p ossibile uguale ad una retta. Se p oi

p er delirio d'ip otesi fossimo abitan ti di un mondo 2D, v edremmo c he la proiezione

del moto 3D del PM si traduce con una curv a in 2D. Questa situazione la si ritro v a

un p o' quando i sottomarini registrano i rilievi dei fondali marini via onde Sonar .

Difatti essi man tengono un MR U sott'acqua ma le onde c he v engono emesse e c he

si ri�ettono sui fondali o ceanici p ercorrono una sup er�cie curv a. Dunque siamo

PSfrag replacemen ts

Onde Sonar

T raiettoria

F ondale o ceanico

Sottomarino

Laser

Figura 3.21: Un sottomarino c he registra la con�gurazione del fondale o ceanico.

Anc he se esso p ercorre una traiettoria retta in 3D, le onde Sonar p ercorrono sul

fondale una sup er�cie curv a.

costretti a tro v are un mo do p er rica v are l'informazione sulla curv atura della v arietà

in mo do tale c he non sia necessario uscire da essa p er p oterla studiare nella sua

forma. In particolare non è p ossibile passare dallo spazio-temp o 4D in uno 5D. P er

questo motiv o sup orremo semplicemen te c he uno spazio del genere non esista

34

. Il

meto do p er rica v are considerazioni utili riguardan ti la curv atura la si ritro v a nel

tensor e di curvatur a di R iemann c he è strettamen te legato alla ge ometria intrinse-

c a della v arietà nella misura in cui può v enir calcolata anc he dagli osserv atori c he

giacciono all'in terno di essa. Il tensore di curv atura di Riemann è de�nito come:

R�
��� = @� � �

�� � @� � �
�� + � �

�� � �
�� � � �

�� � �
�� : (3.21)

Questo oggetto dalla natura così complessa torna utile nel de�nire la curv atura. In

particolare tutte le comp onen ti del tensore R�
��� si elidono se e solo se lo spazio-

34

Lo spazio-temp o esiste indip enden temen te da qualsiasi tip o di immersione in uno spazio metrico

a cinque dimensioni.
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temp o è piatto.

Figura 3.22: Illustrazione 3D di un tensore.

Tipi di curv atura

De�niamo rapidamen te i v ari tipi di curv atura c he si p ossono riscon trare nelle v arietà

geometric he usando i tre mo delli FR W del nostro Univ erso. In riferimen to alla �gura

3.23 abbiamo in ordine dall'alto al basso:

� curvatur a p ositiva di una sup er�cie sferica sulla quale i triangoli tracciati

p ossiedono la somma degli angoli in terni maggiore di 180

�
;

� una curvatur a ne gativa di una sup er�cie detta a sel la di c aval lo sulla quale i

triangoli disegnati hanno la somma degli angoli in terni minore di 180

�
;

� curvatur a nul la di una sup er�cie piana.

Figura 3.23: I tre mo delli FR W circa la geometria dell'Univ erso.
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3.9 Geometrizzazione della gra vità

Ecco ci giun ti ad uno dei pun ti cruciali di questa teoria: come connetere la gra vità

con gli asp etti geometrici de�niti nella sezione preceden te.

3.9.1 Connessione via limite newtoniano

P arlare di gra vità signi�ca considerare uno spazio-temp o div erso da quello di Mink o w-

ski, in particolare uno spazio v ettoriale non descritto dalla metrica � piatta. P ertan to

notiamo c he è su�cien te studiare la ge ometria intrinse c a dello spazio metrico p er

rica v are qualc he prop osizione utile su quella cosa c hiamata gra vità. Una v olta in-

tro dotto il principio del temp o proprio massimo c he regola appun to l'equazione delle

geo detic he, considereremo un caso particolare, nella fattisp ecie la gra vità di Newton,

e mostreremo c he è compatibile con la teoria sulla relatività generale sviluppata da

Einstein.

Come primissima cosa dobbiamo sp eci�care cosa si in tende p er limite newtoniano

c he è una condizione necessaria p er lo studio del caso semplice. I requisiti del limite

newtoniano sono tre:

1. V elo cità del PM non relativistic he o vv ero v � c (regime a basse v elo cità).

2. Camp o gr avitazionale deb ole , in particolare la metrica g�� dev e essere mo deliz-

zata come una piccola p erturbazione dello spazio-temp o piatto � �� .

3. Camp o gr avitazionale static o , più precisamen te

@g��
@t = 0 (indip enden te dal

temp o), do v e g�� , c he rappresen ta la metrica legata alla curv atura, è una

funzione a più v ariabili tra le quali vi è anc he il temp o.

Con queste tre condizioni iniziali dobbiamo riuscire a sempli�care l'equazione ge-

nerale delle geo detic he e a ritro v are la gra vità newtoniana in questo con testo.

La prima condizione ci p ermette di scriv ere

�
�
�
dxi

d�

�
�
� =

�
�
�
dxi

dt

�
�
�
�
�
�
dt
d�

�
�
� � c

�
�
�
dt
d�

�
�
� (3.22)

p ermettendo così di ridurre l'equazione delle geo detic he ad una forma più semplice

come

d2x �

d� 2
+ � �

00c
2
� dt

d�

� 2
= 0: (3.23)

A desso, sfruttando la terza condizione, p ossiamo sempli�care notev olmen te il calcolo

dei sim b oli di Christo�el p oic hé v ale la relazione

@g��
@x0 = 0 . Difatti si ottiene c he

� �
00 = � 1

2g�� @� g00 .

Come ultima cosa, prenderemo in considerazione la seconda condizione del limite

newtoniano c he ci p orta alla form ulazione della metrica g come segue

g�� = � �� + h�� (x � ) (3.24)

do v e jh�� (x � )j � 1 p oic hé la p erturbazione espressa p er via tensoriale h�� è relati-

v amen te piccola. T enendo con to dei termini jh�� @� h00j � 1, si ottiene

� �
00 = �

1
2

� �� @� h00 (3.25)
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A questo pun to è in teressan te notare c he la p erturbazione h00 è static a e dunque

indip enden te dal temp o, da cui

d2x0

d� 2
= 0 =)

dt
d�

= cost:

Unendo le equazioni soprastan ti, in particolare (3.23) e (3.25), giungiamo ad un

risultato abbastanza in teressan te:

d2x i

d� 2
�

1
2

@h00

@xi
c2

� dt
d�

� 2
= 0 ()

d2~x
dt2

=
c2

2
r (h00): (3.26)

In riferimen to alla sezione 3.2 e quindi usando la teoria di Newton, p ossiamo descri-

v ere il moto all'in terno di un camp o gra vitazionale usando la seguen te espressione:

•~x = �r � (3.27)

do v e ricordiamo c he � è il p otenziale gr avitazionale legato alla forza gra vitazionale

conserv ativ a

~Fg = � m� r � .

Esaminando le ultime due equazioni, si scopre facilmen te c he

h00 = �
2
c2

� : (3.28)

L'equazione a cui dobbiamo giungere non è un'equazione qualsiasi, b ensì il sim b olo

della relatività generale. Se proprio dobbiamo esprimerlo in maniera rozza, tutta

questa teoria sulla relatività generale è racc hiusa in quest'equazione. Ma come?

La strada da seguire ci viene prop osta dal principio di Mach e usando il te or ema di

Gauss del camp o gra vitazionale c he abbiamo sviluppato nella sezione 3.2. T orniamo

p er un attimo al caso del limite newtoniano; l'equazione (3.28) p ermette di scriv ere:

4 g00 = 4 h00 = �
2
c2

4 � = �
8�G
c4

T00 (3.29)

in cui il termine T00 = � M c2
è la densità di energia a rip oso in relazione a come è

distribuita la materia nello spazio-temp o. Purtropp o quest'equazione non è ancora

l'equazione generale p oic hé è legata ad un camp o gra vitazionale statico (gra vità

newtoniana). Inoltre, essendo legata alla teoria di Newton, è facile rendersi con to c he

non è una form ulazione in v arian te relativista (co v arian te). Malgrado ciò p ossiamo

già cogliere il principio di Mac h dalle relazioni de�nite sopra: la ge ometria intrinse c a

sp azio-temp or ale è mo del lata dal la materia e dal l'irr aggiamento .

P ossiamo in�ne form ulare la metrica g�� nel caso del limite newtoniano

g�� =

0

B
B
@

� 1 � 2
c2 � 0 0 0

0 1� 2
c2 � 0 0

0 0 1� 2
c2 � 0

0 0 0 1� 2
c2 �

1

C
C
A (3.30)

c he descriv e la gra vità come una curv atura dello spazio-temp o compatibile con i

vincoli c he abbiamo stabilito all'inizio. A desso non ci resta c he tro v are una form ula

generale p er la metrica g�� tale c he si riduca al risultato otten uto p o c'anzi nel caso

sp eci�co circa la gra vità newtoniana.
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3.9.2 Equazione di Einstein e soluzione di Sc h w arzsc hild

Quando parliamo di e quazione di Einstein ci viene subito in men te E = mc2
, il c he è

eviden temen te fuori luogo in questo con testo. Quasi sempre si asso cia ad Einstein la

sua celebre form ula c he esprime il legame tra massa ed energia, senza rendersi con to

c he questa p ersona ha dato il suo con tributo scien ti�co a soggetti b en più imp ortan-

ti, in questo caso allo svilupp o della teoria sulla relatività generale. F acciamo adesso

un passo a v an ti: p er generalizzare la relazione (3.29) do vremo instaurare il tensore

completo T�� c hiamato tensor e ener gia impulso oppure tensor e ener gia-quantità di

moto c he con tiene informazione completa sulla con�gurazione della materia e del-

l'energia nello spazio-temp o. Successiv amen te rimpiazzeremo 4 g00 con il tensor e

di Einstein G�� , nel quale in terv errà l'op eratore laplaciano nel regolare la metrica,

de�nita da un tensore di curv atura di Riemann sempli�cato, detto tensor e di R ic ci .

Si ha dunque

G�� = R�� �
1
2

Rg�� (3.31)

do v e R�� è il tensore di Ricci dato come forma più semplice del tensore di Riemann

R�� = R"
�"� e do v e R è lo sc alar e di R ic ci R = R"

" = g�� R�� .

Mettendo assieme il tutto, p ossiamo form ulare l' e quazione di Einstein nella v ersione

senza la c ostante c osmolo gic a � 35

come:

G�� =
8�G
c4

T�� : (3.32)

La cosa straordinaria di quest'equazione è il profondo legame tra l'informazione

geometrica dello spazio-temp o con ten uta nel tensore di Einstein G�� e l'informazione

sulla distribuzione materiale ed energetica nello spazio-temp o espressa via tensore

T�� . Qualcosa di simile a v ev amo in tra visto nella sezione 3.2 riguardan te la teoria

newtoniana, in particolare nella form ula di P oisson 4 � = 4 �G� M da cui l'analogia

ma allo stesso temp o anc he la netta di�erenza tra le due teorie:

1. Il camp o gra vitazionale ~g e quindi in sostanza il concetto di gra vità viene

rimpiazzato dal concetto di curv atura legato ai sim b oli di Christo�el � �
�� .

2. Il p otenziale gra vitazionale � cede il p osto alla metrica g�� .

T ornando all'equazione di Einstein riscritta nella maniera più semplice p ossibile,

è in realtà frutto di dieci anni di la v oro da parte di Einstein. Sebb ene appaia

35

La costan te cosmologica � è il termine aggiun to da Alb ert Einstein alle sue equazioni della

relatività generale allo scop o di ottenere una soluzione statica p er il mo dello cosmologico. Nel 1917,

Alb ert Einstein form ulò il primo mo dello cosmologico relativistico. Questo mo dello è caratterizzato

da uno spazio di v olume �nito ma illimitato; pur non essendo p ossibile visualizzare un tale spazio

c hiuso a tre dimensioni, p ossiamo ricorrere all'analogia con il caso bidimensionale della sup er�cie

di una sfera. Un tale univ erso �nito è destinato a crollare su sé stesso a causa della propria gra vità.

Einstein, ritenendo c he l'Univ erso do v esse essere globalmen te statico, a v ev a bisogno di una forza

repulsiv a p er imp edirne il collasso. Egli si rese con to c he, p er esprimere le equazioni della relatività

nella loro forma più generale, do v ev a in tro durre una costan te aggiun tiv a la quale, se maggiore di

zero, funge in termini newtoniani proprio da forza repulsiv a e c he, assumendo un v alore critico,

comp ensa l'implosione dell'Univ erso. [11]
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come un'equazione abbastanza compatta, comp orta ad una risoluzione da vv ero com-

plessa c he solamen te p o c hi sono riusciti a p ortare a termine con delle appropriate

sempli�cazioni.

Soluzione di Sc h w arzsc hild

Nel 1916 Karl Sc h w arzsc hild, astronomo e astro�sico tedesco, prop one una soluzione

p er le equazioni di Einstein nel vuoto descriv endo lo spazio-temp o attorno ad una

massa sferica, non rotan te, e priv a di carica elettrica. Essa è stata storicamen te

la prima ad essere tro v ata, p o c hi mesi dop o la pubblicazione della teoria della re-

latività generale. Matematicamen te rappresen ta la geometria di uno spazio-temp o

statico ed a simmetria sferica. Anzi, come dimostrato dal te or ema di Birkho�

36

, la

staticità è una conseguenza della simmetria sferica, e quella di Sc h w arzsc hild è la

soluzione più generale c he so ddisfa queste due ric hieste. [12]

Consideriamo una distribuzione materiale a simmetria sferica con una massa M
come ad esempio una stella immobile. Quello c he v ogliamo fare è utilizzare la

metric a esterna di Schwarzschild

37

p er descriv ere lo spazio-temp o nel quale è p osta

questa distribuzione di materia. Quello c he subito p ossiamo constatare è c he T�� = 0
al di fuori della stella p oic hé abbiamo supp osto un univ erso vuoto attorno ad essa.

L'elemen to di linea della soluzione di Sc h w arzsc hild è data da:

ds2 = �
�

1 �
Rs

r

�
d(ct)2 +

�
1 �

Rs

r

� � 1

dr2 + r 2(d� 2 + sin2 �d' 2): (3.33)

Il termine Rs è noto come il r aggio di Schwarzschild

Rs =
2GM

c2
(3.34)

c he ha una pseudo-in terpretazione newtoniana.

Consideriamo un corp o sferico di massa M p osto nel vuoto e R il raggio dal suo

cen tro. Quest'ultimo mo di�c herà lo spazio-temp o attorno a se in mo do da attirare

v erso di se un PM di massa gra vitazionale m�
.

36

Il teorema di Birkho� a�erma c he ogni soluzione a simmetria sferica delle equazioni di camp o

nel vuoto dev e essere stazionaria e asin toticamen te stabile. In p o c he parole signi�ca c he se la

materia man tiene una simmetria sferica, la concen trazione di quest'ultima nella sfera non in�uisce

sugli e�etti di curv atura legati alla gra vità. Questo signi�ca c he la soluzione esterna dev e essere

data dalla metric a di Schwarzschild .

37

Questa metrica è v alida p er una distribuzione isotropa e statica di materia in cui il raggio della

sfera R e la distanza dal cen tro della sfera r siano in relazione r > R .
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F acendo uso della teoria newtoniana p ossiamo dedurre quattro casi:

1. Ecin > E pot
gr : l'energia cinetica del PM è maggiore dell'energia p otenziale

gra vitazionale p ermettendogli di sfuggire all'attrazione.

2. Ecin < E pot
gr : il PM non riesce a sfuggire all'attrazione del corp o massiv o.

3. Ecin = E pot
gr =) 1

2mv2 = GMm �
R =) R = 2GM

v2 : il PM con una certa v elo cità

di fuga v viene a tro v arsi in stato di equilibrio ad un raggio R dal cen tro di

massa del corp o massiv o. In particolare il PM non viene attratto ma non non

riesce nemmeno a sfuggire all'in terazione gra vitazionale della sfera materiale.

4. Se assumiamo un fotone 
 come PM b enc hé esso non ha massa quan tità di

materia ( M = 0 ), p ossiamo riconsiderare il caso Ecin = E pot
gr . Infatti sempli�-

cando le due masse

38

nell'espressione si ottiene: R = 2GM
c2 = Rs . Il raggio c he

si ottiene sarà il nostro r aggio di Schwarzschild o vv ero la distanza di sicurezza

dal cen tro di massa del corp o massiv o oltre la quale vi è un camp o gra vi-

tazionale p er il quale non si ha più via di fuga. In altre parole, se p er sup erare

questo raggio abbiamo bisogno di una v elo cità ultraluminare, p ossiamo esser

certi c he non p ossiamo scappare dal corp o c he ci attira.

Come v edremo, anc he in relatività generale il r aggio di Schwarzschild esprime il

raggio en tro il quale un corp o massiv o attira v erso di se la materia senza lasciarla

più sfuggire (fotoni compresi). Pro viamo a calcolare il raggio di Sc h w arzsc hild nel

caso del nostro pianeta e nel caso del Sole.

Dati n umerici: massa terrestre MT = 5:9742� 1024 [kg]; raggio terrestre RT =
6:371 [km]; massa solare M J = 1:989� 1030 [kg]; raggio solare RJ = 6:95� 108 [km];

costan te di gra vitazione univ ersale G = 6:6726� 10� 11 [N � m2 � kg� 2].

1. Raggio di Sc h w arzsc hild terrestre: RT
s = 2GM T

c2
�= 8:85 [mm]. RT

s � RT

2. Raggio di Sc h w arzsc hild solare: R
J

s =
2GM J

c2
�= 2:95 [km]. R

J

s � RJ

P ossiamo notare c he in am b edue i casi il r aggio di Schwarzschild è così piccolo

risp etto al raggio del corp o celeste c he bisognerebb e tro v arsi (secondo il risultato)

grossomo do al suo risp ettiv o cen tro p er esserne all'in terno. Ricordiamo com unque

c he la metric a di Schwarzschild è v alida solo p er r > R o vv ero nel vuoto e c he

bisogna dunque risolv ere l'equazione di Einstein completa del tensore energia im-

pulso T�� p er trattare il caso r � R .

Ritornando alla metrica di Sc h w arzsc hild, le co ordinate sferic he (r; �; ' ) si prestano

molto b ene nella form ulazione di tale metrica data la simmetria del problema.

Esaminando l'equazione di linea (3.33) si osserv ano b en tre particolarità:

38

Le due masse m (massa inerziale) e m�
(massa gra vitazionale) si riferiscono al fotone c he

nella teoria newtoniana sono n ulle da cui l'abuso della sempli�cazione. Questo è quindi solo un

pseudo-calcolo newtoniano. Ricordiamo com unque c he un fotone ha la massa quan tità di materia

M n ulla il c he non implica c he le altre due forme di massa sia altrettan to n ulle. Dunque è p ossibile

sempli�care le due masse facendo uso del principio di equiv alenza.
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54 Capitolo 3. Relatività generale

� r ! + 1 e M ! 0 sono due limiti con i quali ritro viamo la metrica � di

Mink o wski. Difatti allon tanando ci dalla distribuzione di materia, la curv atu-

ra dimin uisce progressiv amen te e quindi si a vrà una metrica asin toticamen te

piatta p er delle distanze relativ amen ti grandi. Così come uno spazio-temp o

senza materia è piatto.

� lim r ! 0+

�
1� Rs

r

�
= �1 : singolarità v era e propria c he non dip ende dal sistema

di co ordinate scelto. Difatti si ha un luogo in cui la curv atura è in�nita.

Figura 3.24: Rappresen tazione di una singolarità spazio-temp orale.

� lim r ! Rs

�
1 � Rs

r

� � 1
= 1 : singolarità di c o or dinate c he può scomparire, come

v edremo, con un appropriato cam biamen to di sistema di co ordinate.

V edremo nel prossimo capitolo come applicare la metrica di Sc h w arzsc hild a pro-

blemi pratici c he coin v ogono principalmen te i buchi neri . A d ogni mo do abbiamo

capito c he la massa distorce lo spazio-temp o a dip endenza della sua quan tità. In

altre parole, più un oggetto è massiv o e più incurv a lo spazio-temp o. Una metafora

Figura 3.25: Spazio-temp o incurv ato dalla massa.

e�cace p er capire tale concetto è la seguen te: se si app oggia una palla da bask et su
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di una sup er�cie so�ce, come la cop erta di un letto, questa si incurv a leggermen te

v erso il basso come si può v edere nella �gura 3.25. Se su di essa si do v esse app oggiare

in v ece una palla da b o wling, questa a�onderebb e maggiormen te ed esse risultereb-

b ero incurv ate v erso il basso molto di più c he non nel caso preceden te. Analoga-

men te, più la massa di un corp o è grande, maggiore è il camp o gra vitazionale da

esso generato nello spazio limitrofo, e più marcata risulta la curv atura riscon trabile.

Ora, p er con tin uare con la nostra metafora, se sulla cop erta app oggiamo un corp o

p esan tissimo, esso a�onda talmen te in essa da sparire alla nostra vista, v enendo

totalmen te a vv olto. Al limite, supp onendo di app oggiare sul lenzuolo una massa

in�nita concen trata in un pun to di dimensioni in�nitesime, anc he la curv atura del

nostro telo ideale risulterà in�nita.
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Capitolo 4

Applicazione della relatività generale

ai buc hi neri

4.1 In tro duzione

Le immagini c he ci arriv ano dallo spazio attra v erso gli o cc hi dei telescopi sono v e-

ramen te a�ascinan ti, p er la molteplicità di forme e di colori con cui si presen tano al

nostro sguardo. Da queste è p ossibile riconoscere l'in�nita v arietà dei corpi celesti

c he p op olano l'Univ erso: stelle di ogni colore e dimensione, galassie dalle caratteri-

stic he forme a spirale e, ancora, nebulose dagli asp etti e dai colori più div ersi. Come

in un grande zo o noi siamo incuriositi da v an ti agli animali più esotici e strani, così

anc he in questo immenso parco cosmico esistono degli esemplari c he ci a�ascinano

più di altri. Sono i corpi celesti più misteriosi e più di�cili da osserv are, la cui

natura non è ancora compiutamen te conosciuta. E, tra questi, quelli c he maggior-

men te stimolano la nostra immaginazione sono di sicuro i buchi neri . Nel linguaggio

Figura 4.1: Immagine artistica di una nebulosa.

quotidiano, la parola buc o ner o è div en tata ormai sinonimo di p ozzo senza fondo o
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58 Capitolo 4. Applicazione della relatività generale ai buc hi neri

addirittura di divor ator e di mondi , e c hiunque ne sen ta parlare è immediatamen te

indotto a p ensare ad una sorta di squarcio spazio-temp orale, all'in terno del quale

ogni cosa è destinata a sparire senza lasciare alcuna traccia. In questo capitolo in-

tenderemo sfatare alcuni di questi luoghi com uni, esp onendo le teorie o dierne circa

l'origine e la natura dei più misteriosi astri della v olta celeste, e mostrando come

essi in realtà rappresen tano dei p ossibili stadi �nali dell'ev oluzione di alcune stelle,

di natura particolarmen te massiccia.

P er capire cosa sono v eramen te i buc hi neri o ccorre fare un passo indietro di un

paio di secoli, p erc hé il primo c he ne predisse l'esistenza fu John Mic hell nel 1783.

Purtropp o la sua ip otesi non era molto apprezzata p oic hé non era co eren te con la

tesi di Huygens

1

. Nel 1795 il matematico e �sico francese Pierre Simon de Laplace

(1749-1827), più noto p er i con tributi da lui dati allo svilupp o dell' analisi matemati-

c a , rip ortò quest'idea di John Mic hell nella prima edizione del suo trattato Mé c anique

c éleste . Il suo ragionamen to p er asserire l'esistenza di corpi celesti da cui n ulla può

sfuggire fu in sostanza il seguen te. Se un oggetto non p ossiede una v elo cità di fuga

su�cien te, non ce la farà mai a sottrarsi all'attrazione gra vitazionale del pianeta

T erra p er viaggiare nello spazio, e dunque ricadrà inesorabilmen te al suolo. T ale

v elo cità dev e attribuire all'oggetto un'energia cinetica tale da con trobilanciare l'e-

nergia p otenziale del camp o gra vitazionale nel quale esso si tro v a.

P er abbandonare il nostro pianeta bisogna quindi sup erare gli 11 [km=s]. E' una v e-

lo cità piuttosto alta, c he ci spiega p erc hé la conquista dello spazio non è a vv en uta ne

tramite un pallone aerostatico, come suggeriv a Edgar Allan P o e ne L' inc omp ar abile

avventur a di un c erto Hans Pfaal (1835), ne' tramite un proiettile sparato da un

formidabile cannone, come prop onev a Jules V erne in Dal la T err a al la Luna (1865),

ma tramite razzi a com bustibile liquido, come in tuirono p er primi i �sici K ostan tin

Ziolk o vski ed Hermann Ob erth. Come si v ede, al crescere della massa del corp o

Figura 4.2: Space Sh uttle Colum bia (2003).

1

La luce era vista come un'onda elettromagnetica e p ertan to non si riusciv a a capire il mo do in

cui la gra vità p otesse in�uire su di essa.
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celeste la v elo cità di fuga cresce rapidamen te; p erò cresce anc he, a massa costan te,

al dimin uire del raggio. Ciò vuol dire c he, più un corp o celeste è denso , più v elo ci

bisogna andare p er sfuggire al suo camp o di gra vità. Quindi, se pro v assimo ad im-

maginare un corp o celeste di raggio piccolissimo e di massa grandissima, la v elo cità

di fuga può raggiungere quella della luce c. In questo caso, neppure prendendo in

considerazione la radiazione elettromagnetica si è in grado di sfuggire alla gra vità

di quel corp o celeste. Capiamo dunque c he si tratta di un corp o celeste isolato dal

mondo esterno in quan to tutto vi può precipitare al suo in terno ma nien te vi può

più uscire e quindi nemmeno l'informazione la cui v elo cità limite coincide con quella

della luce, creando così una situazione asimmetrica.

A questa ip otesi, arditamen te a v anzata da Laplace e Mic hell, molti con temp oranei

obiettarono il fatto c he la luce non ha massa, e quindi non è soggetta all'azione

dei campi gra vitazionali. T utta via la teoria della relatività sp eciale, form ulata nel

1905 da Alb ert Einstein (1879-1955), sostenne p er la prima v olta l'equiv alenza tra

la massa ed energia (secondo la b en nota equazione E = mc2
); p erciò, se la luce è

priv a di massa quantità di materia , p ossiede com unque una massa inerziale do vuta

all'energia da essa trasp ortata. Negli stessi anni, inoltre, lo svilupp o della me c c anic a

quantistic a p ortò i �sici a ritenere c he la luce, �no ad allora p ensata solo come un'on-

da elettromagnetica, si comp orta come un fascio di p artic el le quantistiche materiali .

Nulla vieta v a più di p ostulare il fatto c he la luce può v enir attratta da un camp o

gra vitazionale creato da corpi massivi. Nella teoria della r elatività gener ale , pub-

blicata nel 1916, lo stesso Einstein arriv ò a calcolare di quale angolo viene de�essa

la luce delle stelle in prossimità del disco solare. T utto ciò conferma v a le straordi-

narie in tuizioni di John Mic hell e Pierre Simon de Laplace. Una cosa c he bisogna

Figura 4.3: Immagine artistica di un buco nero fatto dalla NASA.

senz'altro fare è prestare adeguata attenzione a non confondere il concetto di buc o

ner o con quello di c orp o ner o . Come ci dice la termo dinamic a , quest'ultimo è un

oggetto c he assorb e tutta la radiazione c he ricev e, ma c he ne emette a sua v olta di

propria, secondo uno sp ettro caratteristico. Un buco nero si comp orta assai p eggio,

p erc hé non emette energia radian te, ne' può ri�ettere quella ricevuta, ed anc he ogni

corp o materiale c he cade su di esso viene irrimediabilmen te risucc hiato, senza alcuna

sp eranza di p otergli sfuggire, p erc hé p er farlo do vrebb e andare più v elo ce della luce,
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men tre il principio di relatività ristretta ci assicura c he n ulla nell'univ erso può farlo.

Sebb ene facciano cap olino, come visto, già nell'am bito della �sica classica, i buc hi

neri emergono in mo do naturale dalle equazioni della relatività generale. Questa

teoria a�erma infatti c he la struttura dello spazio è determinata dai campi gra-

vitazionali e, quindi, dalla distribuzione delle masse in esso presen ti. Rendersene

con to non è di�cile. Come accennato prima, p otendo precipitare v erso di essi, la

luce v errebb e deviata nel suo cammino dalla gra vità dei corpi celesti, esattamen te

come accade alle traiettorie di oggetti materiali (p er esempio le comete). Allora, in

prossimità delle masse il più brev e cammino tra due pun ti dello spazio (geo detica)

non è la retta, ma una traiettoria curv a. Ergo, lo spazio è p erciò deformato o, come

si dice di solito, incurvato . Abbiamo visto en passan t nell'ultima sezione del capi-

tolo preceden te c he se si do v esse concen trare una massa in�nita in un unico pun to

in�nitamen te piccolo si otterebb e un luogo in cui la curv atura risulterebb e in�nita

e gli studiosi de�niscono un tale pun to una singolarità , p er ribadire il fatto c he in

esso tutte le leggi della �sica come noi le conosciamo v engono meno, p erdendo ogni

v alore. Le condizioni �sic he al cen tro di un buco nero sono talmen te div erse da ogni

Figura 4.4: Immagine gra�ca di una singolarità.

realtà ripro ducibile sp erimen talmen te, da rendere imp ossibile qualunque tip o di pre-

visione sulla natura dei fenomeni c he accadono in esso. Questo fatto, c he dip ende

dalla stessa natura della relatività generale, e non dall'inadeguatezza delle nostre ca-

pacità sp eculativ e, ha con tribuito a far proliferare strane teorie �sico-matematic he

circa le caratteristic he dei buc hi neri, c he è di�cile confermare o smen tire. Secondo

alcuni, ad esempio, in corrisp ondenza della singolarità lo spazio sarebb e talmen te

distorto da creare una sorta di tunnel sp aziale tra due pun ti div ersi dell'Univ erso,

molto lon tani tra loro, e forse collo cati anc he in tempi div ersi. T aluni sono p erciò

con vin ti c he, p enetrando in un buco nero, un'astrona v e p otrebb e attra v ersare quello

c he c hiamano un wormhole , e fuoriuscire dall'altra parte a molti anni luce di di-

stanza, sup erando d'un colp o le enormi distanze tra le stelle, in con traddizione con

i limiti p osti dalla relatività di Einstein. A questo liv ello, c hiaramen te, è di�coltoso

stabilire un con�ne tra la ricerca scien ti�ca e la pura fan tasia; anc he p erc hé, a partire

da una tale ip otesi, sono presto �orite n umerose leggende metrop olitane senza alcun

fondamen to sp erimen tale. Siccome questo è un discorso di argomen to scien ti�co,

eviteremo di incom b ere in discorsi puramen te fan tascien ti�ci, limitando ci ad inda-
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gare le stranezze dei buc hi neri alla luce dei principi della �sica in nostro p ossesso.

In base a questi, allora, quali caratteristic he dev e p ossedere un corp o celeste p er

p oter assumere le caratteristic he attribuite a un buco nero? Come detto, il raggio

dev e essere molto piccolo risp etto all'en tità della sua massa. Ma quan to piccolo? A

questo quesito risp onderemo nelle sezioni successiv e.

4.2 Una caratteristica dei buc hi neri

Consideriamo qui la situazione semplice in cui una massa M è descritta dalla

soluzione di Sc h w arzsc hild.

4.2.1 Orizzon te degli ev en ti

Se una stella collassa al di sotto di una dimensione critica, la sua luce non riesce più

a lasciare il camp o gra vitazionale. La sup er�cie sferica cen trata nel n ucleo del corp o

celeste, ed a v en te come raggio il v alore critico Rs (raggio di Sc h w arzsc hild), viene

com unemen te detta orizzonte de gli eventi . Infatti, se p er qualc he ragione questo

corp o si con trae, implo dendo su sé medesimo, �no a ritirarsi all'in terno di questa

sup er�cie, n ulla da esso può più sfuggire v erso l'esterno; se qualc he sp ericolato a-

stronauta do v esse attra v ersare l'orizzon te degli ev en ti, non p otrebb e mai più uscirne

e v errà a sua v olta imp ossibilitato a mo di�care in qualsiasi mo do gli ev en ti c he

hanno luogo fuori da quella regione spaziale a simmetria sferica. Dunque si tratta

di una sup er�cie geometrica c hiusa c he separa lo spazio in due, delimitando la zona

c he non può com unicare con il resto del cosmo. Come non si può v edere n ulla al

Figura 4.5: Immagine artistica di un buco nero evidenziato dalla sup er�cie nera c he

corrisp onde al suo orizzon te degli ev en ti.

di là dall'orizzon te terrestre, così c hi sta ad una distanza dalla singolarità minore

del raggio di Sc h w arzsc hild non ha mo do di osserv are quan to accade al suo esterno.

Ciononostan te, c hi ha attra v ersato l'orizzon te degli ev en ti può ancora assistere a

ciò c he a vviene nello spazio circostan te, ma la sua visione esclusiv a durerà b en
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p o co, in quan to egli v errà rapidamen te attratto v erso la singolarità, do v e la gra vità

sarà tan to in tensa da disin tegrarlo. In realtà, già al momen to dell'attra v ersamen to

dell'orizzon te degli ev en ti, a p o c he migliaia di metri da una massa pari a quella di

una stella, l'attrazione gra vitazionale risulta tan to forte da lacerare un astronauta,

p erc hé i suoi piedi risen tono un'attrazione molto maggiore di quella agen te sulla sua

testa. Questo fenomeno c he si v eri�ca nelle vicinanze di un buco nero o di un corp o

relativ amen te massiv o viene detto e�etto mar e a . Una cosa è dunque certa: non

p ossiamo osserv are la natura in trinseca di un buco nero e quindi ogni ten tativ o di

render con to dei fenomeni c he accadono al suo in terno saranno sempre congetture

senza fondamen to empirico.

4.2.2 Coni di luce e buc hi neri

Riprendiamo p er un momen to la soluzione di Schwarzschild . V ediamo di descriv ere

lo spazio-temp o attorno ai buc hi neri con le condizioni p oste da questa metrica

sp eciale, en unciate nella sezione 3.9.2. Studieremo gli e�etti di questo corp o celeste

sui c oni di luc e supp onendo c he esso sia p osto in un univ erso totalmen te vuoto

2

.

Come già sappiamo, l'elemen to di linea di questa metrica è dato da

ds2 = �
�

1 �
Rs

r

�
d(ct)2 +

�
1 �

Rs

r

� � 1

dr2 + r 2(d� 2 + sin2 �d' 2):

A desso p er trattare i coni di luce considereremo il caso in cui v = c ossia quando

si sta viaggiando alla v elo cità della luce. In questo caso si ha una geo detica n ulla

caratterizzata da ds2 = 0 . Il p erc hé di questa scelta non è arbitraria ma risp ecc hia

direttamen te la costruzione di un c ono di luc e c he p er il caso dello spazio-temp o di

Mink o wski è otten uto dalla rotazione delle due rette generatrici di p endenza pari a

� 1 c he in tutta generalità è de�nito dalle geo detic he n ulle. P er simmetria scegliamo

una ge o detic a r adiale caratterizzata da d� = d' = 0 e abbiamo quan to segue:

ds2 = � (1 �
Rs

r
)d(ct)2 + (1 �

Rs

r
)� 1dr2 +

=0z }| {
r 2(d� 2 + sin2 �d' 2) = 0 :

da cui si rica v a

�
1 �

Rs

r

�
d(ct)2 =

�
1 �

Rs

r

� � 1

dr2 ()
d(ct)2

dr2
=

�
1 �

Rs

r

� � 2

ossia

c
dt
dr

=

�
�
�
�1 �

Rs

r

�
�
�
�

� 1

:

Il risultato app ena otten uto è abbastanza in teressan te p oic hé ci esprime la p endenza

p del cono di luce come

p =

�
�
�
�1 �

Rs

r

�
�
�
�

� 1

= c
dt
dr

=
dx0

dr

2

L'unico in�usso gra vitazionale legato alla curv atura è come unica conseguenza di questo buco

nero p osto al cen tro dell'Univ erso. In questo mo do il problema viene sempli�cato notev olmen te.
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4.2. Una caratteristica dei buc hi neri 63

e nel limite in cui r ! Rs abbiamo c he p = �1 c he corrisp onde a dire c he le rette

generatrici acquistano una p endenza v erticale, c hiudendo completamen te il cono.

L'in terpretazione �sica di questa c hiusura è la seguen te: se il cono di luce si riduce

ad una retta v erticale d'equazione r = Rs , l'informazione non può lasciare l'orizzon te

degli ev en ti e quindi non vi è alcun rapp orto causa-e�etto tra l'orizzon te degli ev en ti

e il resto dell'Univ erso.

PSfrag replacemen ts

Singolarità di co ordinate ( r = Rs )

x0

r

Sottomarino

Laser

Figura 4.6: Il diagramma mostra come i coni di luce riducono il loro angolo d'ap er-

tura progressiv amen te con l'a vvicinarsi all'orizzon te degli ev en ti. In particolare

l'angolo d'ap ertura all'orizzon te degli ev en ti è n ullo il c he signi�ca c he nien te può

in�uenzare gli ev en ti c he accadono al di fuori da quel con�ne.

N.B: questa è la situazione se si analizza un buco nero da lon tano.

Oltrepassando l'orizzon te degli ev en ti

Quello c he v ogliamo fare sta v olta è di considerare un osserv atore c he si a vvicina

all'orizzon te degli ev en ti e studiare il comp ortamen to del suo cono di luce. La parti-

colarità di questa situazione è c he dobbiamo tro v are un sistama di co ordinate capace

di eliminare la singolarità di c o or dinate p er r = Rs . Uno di questi è quello dato

dalle c o or dinate di Eddington-Finkelstein c he si ottengono cam biando la v ariabile

temp orale t ! j della metrica di Sc h w arzsc hild. T ale cam biamen to di v ariabili è

de�nito da

j = t + r + Rs ln

�
�
�
�
�

r
Rs

� 1

�
�
�
�
�

e p ermette di scriv ere l'elemen to di linea nelle co ordinate ( cj; r; �; ' ) come

ds2 = �
�

1 �
Rs

r

�
d(cj )2 + 2d(cj )dr + r 2(d� 2 + sin2 �d' 2)
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e ci rendiamo subito con to c he così facendo abbiamo eliminato la singolarità p er

r = Rs .

Esaminando il comp ortamen to delle ge o detiche r adiali e nul le , si ottengono come

soluzioni p ossibili

d(cj ) = cdj = 0 =) j = cost

oppure

0 = �
�

1 �
Rs

r

�
d(cj ) + 2 dr =) c

dj
dr

= 2
�

1 �
Rs

r

� � 1

Z
0dr =

Z �
dj
dr

�
2
c

�
1 �

Rs

r

� � 1�
dr ()

j �
2
c

�
r + Rs ln

�
�
�
�

r
Rs

� 1

�
�
�
�

�
= cost

La prima soluzione p er j = cost è una geo detica tale c he r decresce all'aumen tare

di t nel caso in cui r > R s , o vv ero quando siamo fuori dall'orizzon te degli ev en ti.

Quest'ultima la c hiameremo ge o detic a entr ante v erso il cen tro del buco nero. La

seconda soluzione è una ge o detic a usc ente p er r > R s ed entr ante p er r < R s .

dj
dr

=
�

0 geo detica entr ante

2
c (1 � Rs

r )� 1
geo detica usc ente p er r > R s e entr ante p er r < R s .

Abbiamo dunque dimostrato c he l'orizzon te degli ev en ti gio ca il ruolo di punto di

PSfrag replacemen ts

Singolarità ( r = 0 )

cj

r

j = cost

Rs

Laser

Figura 4.7: Rappresen tazione dei coni di luce in prossimità dell'orizzon te degli ev en ti.

non ritorno nel senso c he gli e�etti sui coni di luce ci suggeriscono c hiaramen te come

è in�uenzato il principio di causalità. Quello c he si tro v a all'esterno può in�uenzare

gli ev en ti (se si p ossono de�nir tali) all'in terno del buco nero, p er esempio quando

vi precipita qualcosa al suo in terno, ma ciò c he vi sta den tro non ha alcun in�usso

su ciò c he vi accade al di fuori. Si presen ta dunque questa particolare asimmetria

del lo sp azio-temp o do v e la regione c he accoglie il buco nero può v enir de�nita a buon

64



4.3. Iden ti�cazione dei buc hi neri 65

diritto come un n uo v o Univ erso do v e le leggi �sic he c he conosciamo noi p otrebb ero

risultare fallaci nella descrizione dei fatti osserv abili.

Inoltre v a notato c he malgrado il cam biamen to di sistema di co ordinate, nella fat-

tisp ecie quelle di Eddington-Fink elstein, non siamo riusciti in nessun mo do a eli-

minare la singolarità data da r = 0 il c he signi�ca c he quest'ultima è indip enden te

dal sistema di co ordinate scelto e quindi la metrica descriv e la v era natura spazio-

temp orale in quel pun to: un pun to di curv atura in�nita c he può v enir osserv ato

unicamen te oltrepassando il raggio critico di Sc h w arzsc hild. T ali anormalità spazio-

temp orali sono nascoste nelle e p er con v enzione parleremo della c ongettur a del la

c ensur a c osmic a c he sostanzialmen te corrisp onde a dire c he le patologie concernen-

ti lo spazio-temp o sono o cculte agli o cc hi di noi osserv atori. In tal mo do si può

salv aguardare la �sica da un ev en tuale crisi epistemologica.

4.3 Iden ti�cazione dei buc hi neri

Giun ti a questo pun to, sorge sp on taneo c hiedersi: se un buco nero è rinc hiuso nel

più totale isolamen to, rendendosi a tutti gli e�etti in visibile ai nostri o cc hi, come

faremo ad osserv arlo? Il problema p er i �sici è p er l'appun to questo: dimostrare

l'esistenza dei buc hi neri. Come si in tuisce, osserv are dalla T erra oggetti c he p ossano

in qualc he mo do essere catalogati come buc hi neri è un'impresa tutt'altro c he facile

p oic hé bisogna dimostrare con i fatti osserv abili c he tali en tità cosmic he esistano

anc he al di fuori delle form ule matematic he di Einstein o Sc h w arzsc hild. Come

Alb ert Einstein ha sardonicamen te a�ermato: non c'è niente di p e ggio che c er c ar e

un gatto ner o in una stanza buia, sp e cialmente... se non c'è alcun gatto!

Eviden temen te di oggetti riservati come i buc hi neri c he non lasciano alcuna traccia

di sé, è p ossibile solo un'osserv azione indir etta , cio è si p ossono osserv are alcuni e�etti

della loro presenza sui corpi celesti adiacen ti sotto forma di e�etto gra vitazionale.

Uno dei fenomeni empiricamen te v eri�cati, la cui spiegazione è p ossibile solo se si

ip otizza l'esistenza di un buco nero è costituito da quelle conosciute come stel le a

r aggi X . Si tratta di corpi celesti dall'asp etto normale, ma c he al r adiotelesc opio

Figura 4.8: Sc hermata gra�ca di un rilev atore di raggi X.
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66 Capitolo 4. Applicazione della relatività generale ai buc hi neri

riv elano un'in tensa emissione di r aggi X , senza c he le teorie astro�sic he sul normale

meccanismo stellare riescano a renderne ragione. La più famosa sorgen te astrono-

mica di raggi X è Cygn us X-1, così denominata p erc hè si situa nella costellazione

del Cigno.

E�etto Brehmsstrahlung e Cygn us X-1

L'idea di molti astro�sici è c he le X-stelle siano in realtà stel le binarie , formate cio è

da una coppia di astri in rotazione relativ a attorno ad un cen tro di massa com une,

e c he uno dei due sia p er l'appun to un buco nero. Con la sua fortissima attrazione,

Figura 4.9: Cygn us X-1: il primo buco nero scop erto, la cui distanza dal nostro

pianeta è di circa 2500 [parsec].

infatti, esso assorbirebb e materia dall'atmosfera della stella compagna, e questa,

precipitando all'in terno dell'astro adiacen te, creerebb e un v ortice di plasma ad al-

tissima temp eratura, detto disc o di ac cr escimento come si può v edere nella �gura

4.9. In base alle equazioni di Maxw ell, quando una carica è ac c eler ata , questa genera

onde elettromagnetic he c he propagano l'energia sotto forma di radiazione. V a notato

c he questa carica non può in nessun caso p ossedere un moto rettilineo uniforme p er

un motiv o legato alla scelta del sistema di riferimen to: difatti scegliendone uno nel

quale la particella è a rip oso, non si osserv erebb e la radiazione elettromagnetica il

c he sarebb e in disaccordo la teoria della relatività nella misura in cui i fenomeni �si-

ci si manifestano indip enden temen te dal pun to di vista scelto p er studiarli. Questo

fenomeno �sico v ale anc he se l'accelerazione è negativ a, cio è se la carica viene frena-

ta. Gli elettroni arrestati bruscamen te irraggiano tutta la propria energia attra v erso

le radiazioni ad alta frequenza e con una lunghezza d'onda compresa tra 0.001 [nm]
e i 10 [nm], ossia raggi X: si parla di e�etto Br ehmsstr ahlung (dal tedesco fr enamen-

to ). E' lo stesso fenomeno ancor oggi sfruttato p er generare raggi X ad uso medico

o industriale. Questo meccanismo do vrebb e essere anc he alla base dell'emissione di

Cygn us X-1: il �usso di gas caldi pro v enien te dalla stella maggiore urterebb e vio-

len temen te con tro il disco d'accrescimen to in torno alla minore in una zona detta hot
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Figura 4.10: Illustrazione sc hematica dell'e�etto Brehmsstrahlung.

sp ot

3

, do v e l'e�etto Brehmsstrahlung farebb e sì c he il frenamen to delle caric he in

moto generi l'emissione elettromagnetica ad alta frequenza da noi osserv ata tramite

riv elatori mon tati su p al loni sonda o su satel liti .

Se è v ero c he si tratta solo di un'ip otesi, è p erò altrettan to v ero c he questa ci appare

estremamen te con vincen te.

4.4 L'origine dei buc hi neri

Oltre ad una accurata iden ti�cazione di questi aspir ap olveri c osmici disseminati

nell'Univ erso, è c hiaro c he agli astro�sici preme soprattutto in tendere l'origine da

cui pro v engono e le cause. Oggi tutti i �sici sono d'accordo sul fatto c he buc hi

neri come quello collo cato nel sistema binario di Cygn us X-1 rappresen tino l'ultimo

stadio della v ecc hiaia di una stella assai più massiccia del nostro Sole. Detto ciò

v ediamo di capire in sin tesi le principali tapp e dell'ev oluzione delle stelle. P er esse

si può parlare a buon diritto di ciclo vitale nel mo do del tutto analogo come si fa p er

gli esseri viv en ti terrestri, p oic hé anc h'esse nasc ono , si svilupp ano e in�ne muoiono .

Che esse v engano generate da un disco di p olv ere cosmica c he comincia a con trarsi

p er forza di gra vità e a ruotare su se stesso non sem bra essere qualcosa di misterioso;

meno conosciute sono le fasi del pro cesso vitale di un corp o celestre dop o c he questo

ha cominciato a brillare. Quindi pro cediamo passo a passo.

4.4.1 F usione n ucleare ed equilibrio

La vita di una stella è segnata dalla fusione nucle ar e c he si v eri�ca al suo in terno e

una v olta terminato questo pro cesso, la stella m uore. Questo ciclo di fusione funziona

nel mo do seguen te: due pr otoni p si fondono p er dar vita ad un n uo v o n ucleo, quello

del deuterio , isotop o dell'idrogeno notato

2
H. Esso viene fuso successiv amen te con

un altro protone, creando un isotop o instabile dell'elio noto come

3
He, c he p ossiede

nel n ucleo due protoni e un neutrone. In�ne due n uclei di

3
He fondono assieme p er

3

Dall'inglese c he signi�ca letteralmen te mac chia c alda.
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dare origine all'isotop o di elio stabile

4
He, c hiamato anc he p artic el la � .

8
<

:

p + p �! 2
H + e+ + �

2
H + p �! 3

He + 

3

He + 3
He �! 4

He + 2p

Si parla di ciclo del l'idr o geno , c he a vviene a temp erature di 2 � 107 [K] . P erc hé ad

Figura 4.11: Rappresen tazione sc hematica della fusione c he illustra come si forma

l'isotop o dell'elio

4
He .

una temp eratura tan to elev ata? I n uclei dev ono a vvicinarsi �no a distanze dell'or-

dine delle loro dimensioni p er dar vita a reazioni n ucleari. Ma essi sono caricati

en tram bi p ositiv amen te, e quindi subiscono la repulsione coulom biana. P er riuscire

ad a vvicinarsi così tan to gli uni agli altri, dev ono p ossedere un'elev atissima energia

di agitazione termica e quindi a temp erature estremamen te elev ate. Nel corso di

questo sp ettacolare ciclo, una parte della materia si trasforma in energia in base

all'equazione E � = Mc2
, e quest'energia in parte scalda la stella, man tenendola alla

temp eratura necessaria p erc hé le reazioni di fusione n ucleare p ossano v eri�carsi, ed

in parte si propaga nello spazio, emanando energia nella mo dalità calore sulle le

sup er�ci di altri corpi celesti come ad esempio succede fra Sole e T erra. Ma allora,

se le cose stanno così, p erc hé la ciclopica b omb a H nascosta nel cuore delle stelle non

esplo de, facendole saltare p er aria come fuo c hi d'arti�cio? Ciò non accade grazie ad

un p erfetto determinato equilibrio tra l'emissione energetica delle reazioni n ucleari

c he a vv engono nel n ucleo e la gra vità degli strati gassosi so vrastan ti do vuta alla

notev ole massa. La pressione do vuta alla radiazione emessa dalla fusione n ucleare
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Figura 4.12: Immagine del sole.

regge cio è il gas c he costituisce il riv estimen to della nostra stella, imp edendogli di

collassare v erso il cen tro sotto la p oten te attrazione gra vitazionale.

Finc hé questo bilancio è in pareggio, la stella funziona normalmen te, e in questo

stato di cose dura �no a c he vi è a disp osizione com bustibile, cio è idrogeno, p er le

reazioni n ucleari. Ogni secondo c he passa, nel n ucleo del Sole un miliardo di tonnel-

late di materia si trasforma in energia; tutta via, siccome la massa solare corrisp onde

approssimativ amen te a M J = 1:989� 1030 [kg], vi sarà abbastanza com bustibile p er

dieci miliardi di anni, dei quali cinque sono già trascorsi. Questa è la vita media

della maggioranza delle stelle presen ti nell'Univ erso.

4.4.2 Massa stellare ed ev oluzione

Il problema si v eri�ca quando p erò l'idrogeno inizia a scarseggiare, il ciclo del-

l'idrogeno si atten ua, la gra vità prev ale sulla pressione do vuta all'irraggiamen to e

la stella �nisce p er con trarsi, uscendo dalla situazione d'equilibrio. A questo pun to,

il suo destino è determinato unicamen te dalla sua massa . Se questa risulta essere

2M s < M J
, l'aumen to di temp eratura delle regioni cen trali, do vuta all'aumen to di

densità, si riv ela insu�cien te ad innescare n uo vi pro cessi di fusione, e la stella si

sp egne len tamen te come la brace nel fo colare e la sua carcassa div en ta in visibile

4

: si

parla di nana ner a .

Se in v ece la massa della stella era inizialmen te dell'ordine M s � M J
, il riscal-

damen to del n ucleo conseguen te alla con trazione riesce ad innescare n uo v e reazioni

n ucleari, c he cominciano a consumare il pro dotto delle preceden ti, e cio è

4
He; tali

reazioni sp ezzano l'equilibrio preesisten te. Siccome esse a vv engono a circa 1�108 [K] ,

esse pro ducono una quan tità assai maggiore di energia radian te, c he prev ale sulla

pressione gra vitazionale, p er cui la stella si espande in un mo do masto don tico, di-

v enendo una gigante r ossa . Si ritiene c he il Sole, v erso la �ne della sua esistenza,

si espanderà a tal pun to da inglobare in se i pianeti interni

5

, T erra compresa. T ut-

ta via, quando sarà consumato in tegralmen te anc he la quan tità di

4
He , la massa non

4

In visibile nella misura in cui non emette più luce c he p ossa p erv enire ai nostri o cc hi.

5

P er pianeti in terni si in tende sostanzialmen te Mercurio, V enere e la T erra.
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sarà su�cien te ad innescare n uo v e reazioni, il p eso degli strati sup eriori tornerà a

prev alere, ed il Sole subirà un de�nitivo c ol lasso , riducendosi allo stadio di nana

bianc a . La massa del Sole risulterà concen trata in un v olume pari a quello della T er-

ra (una riduzione di un milione di v olte delle proprie dimensioni), e p erciò la nana

bianc a a vrà una densità colossale: 1 [cm3] del suo v olume a vrà una massa di div erse

tonnellate, p erc hé in tale stato gli atomi saranno tutti sc hiacciati l'uno con tro l'al-

tro dalla gra vità della materia so vrastan te, e gli elettroni ruoteranno praticamen te

a ridosso del n ucleo. Eppure, questo tip o di materia ha ancora le caratteristic he

di un gas; siccome gli elettroni sono lib eri di m uo v ersi da un atomo all'altro, come

accade nei metalli, si parla appun to di gas di elettr oni . In assenza di altre reazioni

al suo in terno, la stella si ra�redderà nel corso di miliardi d'anni, riducendo progres-

siv amen te le sue dimensioni a p o co a p o co, man tenendo in orbita i pianeti, ridotti

a sfere materiali congelate priv e oltretutto di qualsiasi forme di vita: un tragico

destino cosmico attende il nostro Sole.

Discorso div erso v a fatto p er stelle più massicce, caratterizzate da M s > 5M J
.

T utte le v olte c he il com bustibile n ucleare c he le ha alimen tate �no ad un dato mo-

men to è prossimo ad esaurirsi, esse subiscono una n uo v a con trazione c he riscalda

ancor di più il loro no cciolo. Si innescano così reazioni di fusione più complesse, c he

utilizzano gli elemen ti sin tetizzati duran te le fasi preceden ti, ma c he si protraggono

p er un temp o minore. Queste successiv e con trazioni e riassestamen ti si rip etono più

v olte duran te la v ecc hiaia delle stelle p esan ti. T an to maggiore era la massa iniziale

dell'astro, tan to più n umerosi sono i cicli di fusione c he essa realizza al proprio in ter-

no; la stella con tin ua a v ariare la luminosità su brevi p erio di, e ci appare come una

stel la dal la magnitudine variabile . Il primo elemen to a fondere è

4
He, c he da' vita al

Figura 4.13: Sc hema dell'ev oluzione stellare tenendo con to dei v ari casi legati alla

massa costituen te la stella.

carb onio

12
C , la cui fusione a vviene a circa 1� 108 [K] , formando anc he b erillio, b oro

e litio. Esaurito l'elio, quando il successiv o collasso dell'astro p orta la temp eratura

del suo n ucleo attorno agli 8 � 108 [K] , scatta un n uo v o ciclo, c he forma ossigeno,

coin v olgendo anc he n uclei di neon, so dio e magnesio. Il ciclo successiv o, attorno
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ai 2 � 109 [K] , fonde ossigeno p er pro durre principalmen te silicio; e a temp erature

addirittura sup eriori ai 3� 109 [K] , se la massa iniziale era su�cien te grande, si arriv a

anc he p er pro durre ferro

56
F e. A questo pun to, �nalmen te, la catena n ucleare si

arresta, qualunque fosse la massa iniziale dell'astro, p erc hé è imp ossibile innescare

sp on taneamen te la fusione del ferro. Anzi, i fotoni c he b om bardano gli elemen ti

così pro dotti sono talmen te energetici, da disso ciarli in n uclei più leggeri: si parla

di foto disinte gr azione .

Se si p otesse sezionare una stella inizialmen te dieci v olte più p esan te del Sole, quando

essa è arriv ata nello stadio più a v anzato della sua esistenza, la v edremmo costitui-

ta da gusci concen trici, ogn uno dei quali con tiene prev alen temen te gli elemen ti ora

elencati, dall'idrogeno incom busto della corteccia esterna �no al ferro del piccolo

n ucleolo cen trale. Ovviamen te la temp eratura dei gusci aumen ta pro cedendo v erso

l'in terno. Infatti le reazioni di fusione sono ostacolate dalla repulsione coulom biana

in atto tra i n uclei atomici; e siccome tale repulsione aumen ta al crescere del pro dotto

delle caric he dei n uclei reagen ti usando la legge di Coulom b

~F 1! 2
el =

1
4�" 0

q1q2

k~x2 � ~x1k3
[~x2 � ~x1]

p er ottenere la fusione di elemen ti p esan ti o ccorre attribuire ad essi un'energia ter-

mica impressionan te, cio è una temp eratura quasi inconcepibile.

Come p ossiamo b en in tuire, è la massa stel lar e c he determina l'ev oluzione del corp o

celeste. Quindi p er delle stelle di M s > 10M J
la fucina astrale riesce a pro durre

anc he elemen ti più p esan ti come

56
F e; le reazioni n ucleari in gio co sono talmen te

eso er goniche ed incon trollabili c he le ultime fasi della vita delle stel le sup ermassive

risultano del tutto instabili. La pressione radiativ a pro v enien te dal n ucleo della stel-

la è tan to forte da far sì c he i suoi strati più esterni v engano esplosi nello spazio. La

stella emette in p o c hi attimi tan ta energia quan ta ne emette il Sole duran te tutta la

durata della propria esistenza, e di conseguenza subisce un rep en tino aumen to della

luminosità, trasformandosi in una Sup ernova . Al giorno d'oggi p ossiamo ammirare il

residuo di quella catastrofe, sotto forma della nebulosa del Gr anchio , cosiddetta p er

la sua forma, c he è p osta tra le corna della costellazione del T oro, ed agli astronomi

è nota anc he con la sigla M1. Infatti, quello c he era stato il man tello esterno della

stella, espulso nello spazio ma rimasto in orbita attorno a ciò c he rimane di essa,

dando vita ad una nebulosa di gas e di p olv eri, illuminata dall'ultimo n ucleo della

stella sup ermassiccia.

T utta via le Sup erno v ae p otrebb ero anc he rappresen tare la �ne della nostra civiltà.

Infatti, all'esplosione di questo calibro (di circa 1�1040 [J]) si accompagna l'emissione

di tan te e tali radiazioni c he, se ne scoppiasse una a meno di 50 anni luce da noi, ciò

basterebb e p er far estinguere dalla T erra qualunque forma di vita. Sv ariati paleon-

tologi sosterebb ero c he fu proprio l'esplosione di una sup erno v a a causare, alla �ne

dell'era Mesozoica, l'estinzione dei dinosauri. A d ogni mo do, siccome quasi tutte le

stelle prossime al Sole (Alfa Cen tauri, Sirio, Barnard,...) hanno pressapp o co la sua

stessa massa, questo p ericolo p er noi non do vrebb e più sussistere.

71



72 Capitolo 4. Applicazione della relatività generale ai buc hi neri

Figura 4.14: La nebulosa del granc hio ripresa dal V ery Large T elescop e dell'ESO

(Europ ean Southern Observ atory), situato sul mon te Cerro P aranal, nel Cile del

nord. È costituito da quattro telescopi del diametro di 8.2 [m], c he p ossono op er-

are singolarmen te o in com binazione: in questo mo do esso equiv ale a un singolo

telescopio di 16.4 [m] di diametro.

4.4.3 Cattura elettronica e stelle a neutroni

Men tre gli strati esterni dell'astro si disp erdono nello spazio, v enendo a formare

magni�c he nebulose nei nostri cieli, c he accade al suo n ucleo? Siccome non vi sono

più reazioni in grado di irradiare energia in grado di con trastare la gra vità della

materia c he lo comp one, esso c ol lassa inesorabilmen te su se stesso, la densità cresce

in mo do esorbitan te man mano c he il raggio si riduce, e gli elettroni sono costretti

a ritirarsi con tro i propri n uclei atomici, al pun to da implo dere sui protoni. Ora,

sussiste una reazione n ucleare in base alla quale un protone p, collidendo con un

elettrone e�
, da' vita ad un neutrone n , con emissione di un neutrino elettronico � e.

Questa reazione è detta c attur a elettr onic a :

p + e� �! n + � e + 


Quello c he rimane della nostra stessa sup ermassiv a è in teramen te comp osto da neu-

troni. Nasce così quella c he in gergo si c hiama una stel la a neutr oni : essa è cal-

dissima, ma anc he densissima, p erc hè priv a del v olume non o ccupato da materia

tra n uclei atomici ed orbite elettronic he c he caratterizzano la materia ordinaria.

Praticamen te, queste stelle hanno la stessa densità dei n uclei atomici. Se si do v esse

calcolare il p eso di un 1 [cm3] di stella a neutroni (più o meno, mezzo cucc hiaio della

sua materia) ha una massa pari a qualcosa come un miliardo di tonnellate. T ale den-

sità sulla terra si p otrebb e ottenere solo concen trando la massa del mon te Ev erest

den tro una zolletta di zucc hero. Un simile corp o celeste può così v enir riguardato

alla stregua di uno smisurato n ucleo atomico, di dimensioni macroscopic he. Se con-

sideriamo il diametro della stella, c he prima dell'esplosione era maggiore di quello

dell'orbita del pianeta Gio v e, si riduce ora a 10-15 [km], come quello di un asteroide.
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Giustamen te ci si p otrebb e c hiedere come si sia p otuto individuare in cielo un astro

di dimensioni così piccole. Se è v ero c he nelle stelle a neutroni le reazioni di fusione

c he fanno brillare gli astri fatti di atomi non sono più attiv e, sta di fatto p erò c he esse

p ossiedono un fortissimo camp o magnetico, il quale cattura gli elettroni v agan ti nel

cosmo, accelerandoli �n quasi alla v elo cità della luce

6

. L'in tensissima accelerazione

fa sì c he tali elettroni irraggino parte della propria energia cinetica sotto forma di

radiazione elettromagnetica (detta anc he r adiazione di sincr otr one ). Siccome tale

emissione è concen trata in una hot sp ot sulla sup er�cie, la stella collassata emette in

con tin uazione un fascio di radiazioni ad altissima frequenza. La stella si è con tratta

notev olmen te e quindi, p er il principio di c onservazione del momento angolar e , essa

dev e a v er aumen tato in ugual misura la propria v elo cità di rotazione. P ossiamo

concludere dunque c he l'astro gira molto rapidamen te sul proprio asse. Viene così

coniata come Pulsar , dall'inglese pulsing star : stella pulsan te. Immediata fu anc he

Figura 4.15: Rappresen tazione sc hematica di una Pulsar.

l'iden ti�cazione di queste radiosorgen ti con i residui delle Sup erno v ae, p erc hè p er

ruotare così v elo cemen te su se stessa, la stella dev e tro v arsi in una condizione di

equilibrio tra la forza cen trifuga e quella gra vitazionale; se l'astro ruotasse tropp o

v elo cemen te sul proprio asse, �nirebb e p er disgregarsi, e la forza newtoniana in gra-

do di bilanciare l'azione cen trifuga c he consegue ad una rotazione rapida come quella

delle Pulsar può deriv are solo da una densità elev ata come quella c he si riscon tra solo

in una stella di neutroni. La Pulsar più famosa è quella nota come PSR 0531+21,

c he si tro v a al cen tro della nebulosa del Granc hio, da noi già nominata prima, ultimo

residuo della stella progenitrice della nebulosa stessa.

6

La forza di L or entz è prop orzionale all'in tensità del camp o magnetico c he la genera.
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4.4.4 Principio di esclusione di P auli

Siamo così giun ti quasi a c hiudere il cerc hio. Infatti, una stella di neutroni resta in

equilibrio p erc hé al proprio in terno la materia si tro v a in uno stato de gener e , com-

p osto unicamen te da neutroni, p osti a distanza così piccola gli uni dagli altri, c he

gli e�etti quan tistici non risultano più trascurabili. In particolare, i neutroni non

p ossono a vvicinarsi ulteriormen te tra di loro senza violare il principio di esclusione

di Pauli il quale a�erma c he: due fermioni identici non p ossono o c cup ar e simultane-

amente lo stesso stato quantistic o.

F orm ulato da W olfgang P auli nel 1925, si applica solo ai fermioni , particelle con

spin semi-inter o . I fermioni includono protoni, neutroni, ed elettroni, i tre tipi

di particelle c he comp ongono la materia ordinaria. In altre parole, due particelle

come i neutroni non p ossono o ccupare la stessa p osizione e a v ere sim ultaneamen te

la stessa quan tità di moto. Questa condizione è p osta attra v erso la disuguaglianza

di Heisenb er g

� x� p � ~ (4.1)

do v e ~ è la c ostante di Planck h divisa p er 2� . Quando un gas di neutroni è

compresso in un v olume su�cien temen te piccolo, tutti i p ossibili liv elli di energia

sono o ccupati e quindi la Pulsar risulta incomprimibile, riuscendo così a sostenere la

propria con trazione gra vitazionale. Purtropp o il principio di esclusione ha dei limiti

c he sono ancora una v olta una conseguenza diretta della massa del corp o celeste

otten uto dop o l'esplosione della stella sup ermassiccia.

PSfrag replacemen ts

V olume inaccessibile

Neutrone

Spin

1
2

Sottomarino

Laser

Figura 4.16: Il disegno mostra c he le particelle p ossono a vvicinarsi en tro un certo

limite p osto dal principio di esclusione di P auli.

4.4.5 Dal limite di Chandrasekhar al buco nero

Quando il pr o c esso di de gener azione

7

legato al principio di esclusione non riesce a

con trastare il collasso do vuto all'immensa quan tità di materia dell'astro si arriv a alla

formazione di un buc o ner o . Se la massa della stella sup ergigan te era inizialmen te

ancora sup eriore alle dieci masse solari, gli ultimi attimi prima della sua morte risul-

tano ancora più drammatici. Infatti la pressione gra vitazionale do vuta al collasso

astrale risulta tan to elev ata da costringere i neutroni del n ucleo a reagire tra di loro,

7

Pro cesso c he si riscon tra nella formazione di una stella a neutroni.
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formando particelle esotic he p er le quali il principio di P auli non v ale più, e c he p os-

sono p er questo inglobarsi �no a raggiungere densità inimmaginabili . Si parla allora

di c ol lasso gr avitazionale c ompleto . Una stella c he inizialmen te risulta essere carat-

terizzata da M s
�= 30M J

, anc he dop o a v er p erso la maggior parte dei suoi strati

esterni duran te la trasformazione in Sup erno v a, conserv a pur sempre un n ucleo cen-

trale di almeno pari a M c = 5M J
. P oic hé una Pulsar non può man tenersi stabile

grazie al principio di esclusione al di sopra delle tre masse solari, il collasso con tin ua;

la v elo cità di fuga alla sup er�cie aumen ta sempre più rapidamen te men tre il raggio

si restringe, i fotoni fanno sempre più fatica a sfuggire al camp o gra vitazionale. Si

arriv a al pun to in cui il corp o celeste si ritrae così all'in terno dell'orizzon te degli

ev en ti, sv anendo all'impro vviso dalla nostra vista p er e�etto della sua stessa gra-

vità, e si p orta fuori p er sempre da tutto il resto dell'Univ erso. Questo corp o celeste

viene detto buc o ner o . Dunque abbiamo in sin tesi tre casi prop osti dal limite di

Chandr asekhar :

1. Se il pro dotto della Sup erno v a è un corp o di massa M � 1:44M J
, il collasso

si riconduce ad una nana bianc a .

2. Se tale massa in v ece è data da 1:44M J < M � 3M J
, il pro cesso si arresta

nella fase stella a neutroni.

3. Se M > 3M J
, abbiamo un collasso irrev ersibile c he con v erge in un unico

pun to detto singolarità , dando origine al buc o ner o : un'en tità cosmica capace

di distorcere letteralmen te lo spazio-temp o.

Il fatto di battezzare i buchi neri con questo nome, attualmen te da tutti accettato, è

stato e�ettuato nel 1967 dallo scienziato americano John Arc hibald Wheeler. Prima

Figura 4.17: Immagine di due buc hi neri c he corrisp ondono ai risp ettivi cen tri di

due disc hi di accrescimen to comp osti da plasma.

di proseguire, v ediamo di capire come si rica v a il limite di Chandr asekhar .
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76 Capitolo 4. Applicazione della relatività generale ai buc hi neri

Limite di Chandrasekhar [5]

La gra vità ha sempre tendenza a pro v o care una con trazione di un oggetto come

una stella. Al con trario, un gas o un plasma, come quelli c he costituiscono le stelle

duran te la maggior parte della loro vita hanno tendenza ad espandersi ed o ccupare

tutto il v olume disp onibile. La stabilità di una stella risulta quindi dell'equilibrio

tra queste due tendenze con trarie: il collasso gra vitazionale si arresta quando i

pro cessi �sici c he hanno luogo all'in terno della stella, e c he sono generati o rinforzati

dalla con trazione, creano una pressione p su�cien te p er con trobilanciare le forze

gra vitazionali c he generano una �pressione gra vitazionale� pg . L'equilibrio si ottiene

quindi quando:

p + pg = 0

in ogni pun to della stella. Sc hematicaticamen te abbiamo la situazione illustrata nel-

la �gura 4.18.
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Figura 4.18: Sc hema della situazione d'equilibrio.

Calcoliamo dapprima pg ed in seguito ci o ccup eremo del meccanismo c he genera

la pressione p.

Supp oniamo un corp o sferico di raggio R in cui la massa M è uniformemen te di-

stribuita, in mo do tale c he la densità � sia costan te. Consideriamo una calotta ad

una distanza r dal cen tro di sp essore radiale dr , allora l'energia p otenziale di questa

calotta, do vuta all'in terazione con la parte in terna della massa è data da

dE = �
GM r dmr

r

do v e M r = 4
3 �r 3� è la massa all'in terno di una sfera di raggio r e dm = 4�r 2�dr è

la massa della calotta.

dE = �
16G� 2� 2

3
r 4dr

In tegrando su tutta la sfera otteniamo l'energia

E =
Z R

0
�

16G� 2� 2

3
r 4dr = �

16G� 2� 2

3
R5

5
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e, p oic hé � = M
4
3 �R 3 p ossiamo esprimere l'energia in funzione della massa e del raggio

come

E = �
3
5

G
M 2

R
:

P ossiamo ora determinare la pressione gra vitazione scriv endo il primo principio p er

i sistemi adiabaticamen te c hiusi dE = � pgdV . Se il v olume della sfera v aria di dV
allora dV = 4�R 2dR e otteniamo

dE =
3
5

G
M 2

R2
dR = � pg4�R 2dR

e quindi p ossiamo de�nire la pressione gra vitazionale come

pg = �
3
5

G
4�

M 2

R4
:

Questa pr essione è ne gativa , questo è do vuto al fatto c he la forza gra vitazionale

tende sempre a pro v o care la con trazione del sistema e non la sua espansione come

una pressione usuale.

Nella maggior parte delle stelle (quella della sequenza principale) la pressione c he

con trobilancia pg è di origine termic a , do vuta all'energia c he viene generata dalle

reazioni n ucleari c he a vv engono nel cuore della stella. Ma quando una stella si a vvia

v erso la sua �ne (come una stella nana bianca o una stella a neutroni) le reazioni

n ucleari sono oramai �nite, la pressione c he con trobilancia pg è di origine quanti-

stic a , asso ciata agli elettroni (nel caso delle nane bianc he) o ai neutroni (nei casi

delle stelle a neutroni). La pressione do vuta al com bustibile c he genera le reazioni

n ucleari può essere, in prima analisi, approssimata trattando il �uido come un gas

ideale, la pressione v ale quindi

p = �k B T

Da notare c he duran te il p erio do in cui vi sono reazioni n ucleari la temp eratura è

molto elev ata (almeno dell'ordine di 107 [K] ) ed il gas è completamen te ionizzato.

Un altro con tributo alla pressione generata dalle reazioni n ucleari è do vuto ai fotoni

lib erati (c he p ossiedono quan tità di moto). P er il gas di fotoni la pressione è otten uta

dalla legge del corp o nero

p =
1
3

aT4
con a =

4�
c

:

Consideriamo ora il caso in cui la stella �nisce il suo carburan te n ucleare, la stella si

ra�redda e quindi la pressione gra vitazionale domina e la stella comincia a collassare.

P assando da div erse fasi (gigan te rossa, . . . ) la stella si tro v a p oi nella situazione

in cui la temp eratura è talmen te scesa (qualc he migliaio di [K] ) c he ci si p otrebb e

attendere una ricom binazione n uclei-elettroni in atomi. Questo non a vviene p oic hé

la grande pressione esercitata dalla forza gra vitazionale comprime la materia da

imp edire la ricom binazione (il v olume disp onibile è nettamen te insu�cien te p er p er-

mettere agli atomi di esistere). Ciononostan te il collasso può arrestarsi: infatti

quando la materia si compatta oltre ad un certo limite, en trano in gio co degli e�etti

quan tistici, in particolare la pr essione del la materia de gener e . Essa si basa su
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alcuni asp etti fondamen tali della �sica quan tistica: sia elettroni c he neutroni sono

delle particelle quan tistic he c he appartengono alla classe dei fermioni (particelle di

spin 1=2). I fermioni riempiono i liv elli di energia (quan tizzazione dell'energia) in

mo do tale da so ddisfare quello c he è noto come principio di esclusione di Pauli , ossia

�ogni liv ello di energia può essere o ccupato da al massimo una particella�. Dato un

sistema di particelle il mo do con cui esse o ccupano i liv elli di energia dip ende in

particolare dalla temp eratura, ma a temp eratura n ulla (T ! 0) i liv elli di energia

sono riempiti in mo do tale da minimizzare l'energia totale, ossia o ccupando i liv elli

a partire dal più basso. Un gas di fermioni in questa situazione è detto un gas com-

pletamen te de gener e . P er un gas usuale la pressione dip ende dalla temp eratura, ma

p er un gas di fermioni (quindi particelle quan tistic he) la pressione non si ann ulla

quando T ! 0 ma rimane un v alore minimo c he dip ende dalla densità c hiamata

pressione della materia degenere.

La pressione, di origine quan tistica, di un gas degenere non relativistico è data da

p =
(3� 2)2=3

5
~2

me

�
Z
A

�
mH

� 5=3

=
(3� 2)2=3

5
~2

me

�
Z
A

3
4�m H

� 5=3 M 5=3

R5

men tre nel caso di un gas degenere relativistico si ha

p =
(3� 2)1=3

4
~c

�
Z
A

�
mH

� 4=3

=
(3� 2)1=3

4
~c

�
Z
A

3
4�m H

� 4=3 M 4=3

R4

Il rapp orto

Z
A = 1

2 v ale tipicamen te p er le nane bianc he di carb onio-ossigeno.

Utilizzando questo risultato è p ossibile determinare la condizione a�nc hé pg + p = 0 .

Otteniamo dunque:

� caso non relativistico:

MR 3 = cost

ossia il pro dotto massa-v olume è costan te.

� caso relativistico:

M =
3
p

2�
8

�
~c
G

� 3=2 �
Z
A

1
mH

� 2

:

Si osserv a quindi c he, a�nc hé la pressione quan tistica p ossa con trobilanciare la

pressione gra vitazionale è necessario c he la massa non sup eri un v alore critico.

Si ottiene così il limite di Chandr asekhar , ossia un limite sup eriore alla massa

di un oggetto celeste a�nc hé il suo collasso gra vitazionale si arresti allo stadio di

nana bianc a . Se M � indica la massa solare allora il limite di Chndrasekhar è dato

dato da

M � 1:44M � :
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4.5 Una curiosità: buc hi neri al CERN di Ginevra?

Ecco un articolo divulgativ o apparso sul w eb c he riguarda i buc hi neri da lab orato-

rio. Il testo è stato mo di�cato in mo do appropriato tenendo con to della fon te più

attendibile [19]:

Stephen Ha wking, forse il più grande esp erto al mondo di buc hi neri, ha previ-

sto c he c'è una probabilità di 1 su 20 c he tra p o c hi mesi si p ossano pro durre buc hi

neri in lab oratorio.

I v oracissimi aspirap olv eri cosmici c he risucc hiano tutto quan to se ne sta v ano in

giro dalle loro parti remote ed erano stati �nora con�nati dagli scienziati a distanze

cosmic he di sicurezza: il più vicino si ip otizza c he sia p osto al cen tro della nostra

Galassia, a 26000 anni luce da noi, e quando �nirà (forse) p er attirare tutta la mate-

ria della Via Lattea compresa la sua inquilina di p eriferia, la T erra, noi non saremo

da un p ezzo più qui a preo ccuparcene.

La previsione di Ha wking, condivisa da molti altri scienziati, li sp osta in v ece molto

più vicino e precisamen te accan to alle mon tagne del Giura, la catena mon tuosa tra

Svizzera e F rancia c he ha dato il nome all'ep o ca d'oro dei dinosauri, il giurassico.

Lì, a circa 100 [m] sottoterra, c'è una sp ecie di dinosauro circolare di metallo lungo

27 [km] sul quale i tecnici del CERN di Ginevra ora stanno mon tando gli ultimi

comp onen ti. È il Large Hadron Collider (LHC) il più p oten te acceleratore di par-

Figura 4.19: F oto del LHC all'istituto del CERN di Ginevra.

ticelle mai realizzato. La sua funzione primaria sarà quella di far scon trare adroni,

cio è protoni e an tiprotoni, accelerati in prossimità della v elo cità della luce �no a

raggiungere un'energia pari a di 7 [TeV] . In altri termini, ciascuno dei due fasci di

adroni c he ruotano nell'anello del LHC in senso opp osto a vrà un'energia di circa

350 [MJ] , su�cien te nel nostro mondo macroscopico a far fondere di colp o mezza

tonnellata di piom b o. La di�erenza, nel mondo ultramicroscopico delle particelle,

è c he questa energia viene con�nata in dimensioni in�nitesime. Viste le energie in

gio co, raggiun te dall'Univ erso solo nei suoi primissimi istan ti della sua esistenza, un

trilionesimo di secondo dop o il Big Bang, Ha wking e gli altri scienziati ritengono
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assolutamen te p ossibile c he si p ossano creare buc hi neri all'in terno di LHC, al ritmo

di uno al secondo e nessuno p otrà sottrarsi all'idea di immaginare titoli di giornale

quali: � Buc o ner o arti�ciale fugge dal lab or atorio e divor a Ginevr a � .

Gli addetti ai la v ori p erò sdrammatizzano. Ma non si era detto c he p er fare un bu-

co nero o ccorrev ano masse gigan tesc he, tan to c he neppure il nostro Sole si sarebb e

mai p otuto trasformare in uno di questi aspirap olv ere cosmici? Dal pun to di vista

dell'astro�sica è v ero, confermano i �sici francesi Aurélien Barrau e Jules Grain

dell'Univ ersità Joseph F ourier di Grenoble in un la v oro pubblicato dalla rivista di

taglio scien ti�co dello stesso istituto del CERN. �Nel cosmo si p ossono formare solo

buc hi neri di masse sv ariate v olte quella del nostro Sole. Ma ora si ritiene p ossibile

creare buc hi neri microscopici anc he negli acceleratori di particelle� . In e�etti, que-

sta ev en tualità non con traddirebb e la teoria della relatività generale di Einstein.

Qualsiasi corp o può div en tare un buco nero, se si ha la p ossibilità di comprimere la

sua massa a liv elli in v erosimili: la T erra do vrebb e o ccupare lo spazio di una biglia e

anc he un essere umano (o ciò c he ne resterebb e) p otrebb e a v ere questa sorte, se la

sua massa v enisse ridotta nella dimensione di un elettrone.

La prosp ettiv a di creare buc hi neri in lab oratorio, tutta via, non era mai stata presa

in considerazione �no a p o c hi anni fa. Si ritenev a c he p er creare mini buc hi neri in

un acceleratore o ccorresse una massa non inferiore a 10 [� g], quella di un granello di

p olv ere. Ma p er crearla attra v erso lo scon tro di particelle sarebb e stata necessaria

un'energia di 10 milioni di miliardi di [TeV] , ottenibile solo in acceleratori grandi

come tutta la Via Lattea. Quindi, nessuno, giustamen te, si preo ccupa v a di una si-

mile ev en tualità. Ma le n uo v e teorie sull'esistenza di altre dimensioni nell'Univ erso,

riv elabili solo a piccolissima scala, fanno ora ritenere p ossibile pro durre mini buc hi

neri in acceleratori con energia di alcuni [TeV] . �I 14 [TeV] c he si sviluppano nel cen-

tro di massa-energia di due particelle c he si scon trano nel LHC p ossono trasformare

l'acceleratore in una fabbrica c he pro duce un buco nero al secondo� , confermano i

�sici francesi. E ci si p one allora la domanda: c'è il risc hio c he questi 86400 mi-

ni buc hi neri pro dotti ogni giorno p ossano cominciare a mangiare l'acceleratore un

protone dop o l'altro e p oi piano piano inghiottire Ginevra, la Svizzera e in ultimo

tutto il Pianeta? La domanda non è una semplice pro v o cazione giornalistica.

Gli scienziati se l'erano già p osta nel 2000, quando negli Stati Uniti iniziò a fun-

zionare l'acceleratore RHIC, con energie p erò molto inferiori a LHC, tan to c he

Rob ert Ja�e, �sico teorico del MIT di Boston, a�ermò c he i timori legati alla for-

mazione dei buc hi neri �dev ono essere presi in seria considerazione ogni v olta c he

uno strumen to apre una n uo v a fron tiera di energia� .

Lo stesso CERN, al momen to di v arare il progetto LHC, ha istituito una commis-

sione di esp erti proprio p er v alutare tutti i p ossibili risc hi legati agli esp erimen ti c he

arriv eranno a liv elli di energia mai raggiun ti prima in un lab oratorio e i risultati

sono tranquillizzan ti. �Abbiamo considerato� , dice il rapp orto �nale della commis-

sione, �tutti gli oggetti p otenzialmen te p ericolosi c he p otrebb ero essere teoricamen te

pro dotti da LHC, fra cui i buc hi neri. Non abbiamo tro v ato alcuna ragione plausibile

di risc hio� . Resta da c hiedersi, allora, p erc hé i buc hi neri arti�ciali sarebb ero così

mansueti. Stephen Ha wking ha la risp osta pron ta: i mini buc hi neri vivrebb ero al

massimo p er un cen tomilionesimo di miliardesimo di miliardesimo di secondo e p oi

ev ap orerebb ero senza alcun danno. Sa b ene di cosa sta parlando p erc hé la teoria
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in base alla quale i buc hi neri p ossono ev ap orare emettendo energia è sua. E risale

addirittura agli anni '70.

È una teoria c he ha reso gli scienziati molto più ottimisti sul futuro dell'Univ erso.

Prima di allora si ritenev a c he un buco nero a vrebb e con tin uato a div orare la materia

in torno a sé, aumen tando sempre più le proprie dimensioni, �no a c he nell'Univ erso

non sarebb e rimasto più n ulla da mangiare. Il cosmo si sarebb e trasformato in un

solo, enorme buco nero. La p ossibilità di ev ap orare, in v ece, non solo rende i buc hi

neri più �umani� , soggetti anc h'essi alla vita e alla morte, ma allon tana l'ev en tualità

c he quelli creati in lab oratorio p ossano fare danni. E com unque, spiega a Newton

Massimo Gio v annini, �sico teorico del CERN, �le energie raggiun te da LHC non

sono su�cien ti alla formazione di buc hi neri stabili� . [17]
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4.6 Radiazione di Ha wking

Questo tip o di radiazione dev e il suo nome al �sico britannico Stephen Ha wking,

c he nel 1974 ha dimostrato a liv ello teorico come gli e�etti quan tistici consen tano ai

buc hi neri di emettere radiazione termica. La radiazione è come se fosse emessa da

un corp o nero a una temp eratura in v ersamen te prop orzionale alla massa del buco

nero. Ma come? Non a v ev amo forse detto c he dal buco nero non p otev a fuoriuscire

nien te? P er risp ondere a questi in terrogativi faremo cap o alla teoria quan tistica.

Come prima cosa bisogna capire cosa si in tende p er �uttuazione nel vuoto e p er

far ciò utilizzeremo la disuguaglianza di Heisenb er g . Questa disuguaglianza mostra

c he non si può conoscere con esattezza con temp oraneamen te sia la p osizione c he la

quan tità di moto di una particella. Inoltre la precisione con cui si conosce una della

due v ariabili è in v ersamen te prop orzionale alla precisione con cui si può conoscere

l'altra. Se applic hiamo questo risultato al vuoto si in tuisce c he esso non p otrà mai

essere n ullo, b ensì p ossiederà sempre delle �uttuazioni. Queste �uttuazione p ossono

essere date da coppie di p artic el le virtuali

8

comp oste da materia e antimateria

9

c he

dal vuoto cosmico si separano e successiv amen te di annic hiliscono, come mostra la

�gura 4.20. A desso si può comprendere il pro cesso a liv ello �sico della radiazione

Figura 4.20: Coppia di particelle comp oste di materia e an timateria.

di Ha wking nel mo do seguen te: le �uttuazioni quan tistic he del vuoto pro v o cano la

comparsa di coppie di particelle e an tiparticelle. Questo succede anc he in prossimità

dell'orizzon te degli ev en ti del buco nero. Una particella della coppia cade nel buco

nero, men tre l'altra riesce a fuggire nell'Univ erso. P er conserv are l'energia com-

plessiv a la particella c he è precipitata nel buco nero dev e a v ere energia negativ a e

quindi anc he massa negativ a risp etto a un osserv atore c he si tro v a lon tano. A ttra v er-

so questo pro cesso il buco nero p erde massa e a un osserv atore esterno appare c he

il buco stesso abbia app ena emesso una particella. Men tre il buco nero con tin ua a

p erdere massa anc he il raggio di Sc h w arzsc hild si riduce. La temp eratura aumen ta

8

P articelle c he p ossono essere osserv ate solo indirettamen te esattamen te come i buc hi neri.

9

L'an timateria è caratterizzata da massa uguale alla materia ordinaria ma caricata in mo do

opp osto. A d esempio un an tielettrone detto anc he p ositr one è un una particella di massa uguale

ad un elettrone ma con carica p ositiv a.
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in mo do esp onenziale e la �ne più probabile è la dissoluzione del buco nero in un

lamp o violen to di raggi gamma. Una descrizione completa di questa dissoluzione

ric hiede un mo dello di gra vità quan tistica; tutta via, questo a vviene quando il buco

nero si a vvicina alla massa di Planc k e ad un raggio pari alla lunghezza di Planc k.

Ricordiamo anc he c he quando il buco nero p erde tutta la massa abbiamo Rs = 0 e

quindi è logico c he ev ap ori del tutto sv anendo.

Conclusione: i buc hi neri obb ediscono alle leggi della termo dinamica e di

conseguenza in teragiscono con il resto dell'Univ erso.

C'è com unque un lato abbastanza inquietan te di questa dissolv enza nel n ulla so-

prattutto p er quel c he concerne il determinismo : do v e è �nita tutta l'informazione

con ten uta nel buco nero? Non si sa con certezza se questa v enga rilasciata oppure

p ersa p er sempre.

4.7 Esoticità dei buc hi neri

La discussione sui buc hi neri è in grado di a�ascinare una p ersona c he abbia un

minimo di comp etenze nell'am bito �sico ma non solo. Quest'en tità cosmica è stata

anc he utilizzata come soggetto in teressan te nella fan tascienza p er quel c he concerne

�lm e libri e può aprire in teressan ti dibattiti nell'am bito �loso�co e religioso di come

se ne può rendere un in terpretazione di tale esistenza. Di questi ultimi non v ale

la p ena so�ermarci tropp o p oic hé non riguarda il carattere scien ti�co del tema ma

puramen te sp eculativ o e priv o dei fondamen ti della �sica. Eppure alcune cose c he

p otrebb ero apparire fan tascien ti�c he p ossono essere ricondotte ad una realtà dalla

natura b e�arda di cui non a vremmo mai immaginato c he fosse così. Difatti sono

risultati c he si ottengono tengono con to della teoria sulla relatività generale e quindi

non sono frutto di qualc he men te creativ a. V ediamo di scoprire di c he si tratta.

4.7.1 Macc hina del temp o

Se p ensa v ate c he viaggiar e nel temp o fosse imp ossibile vi sbaglia v ate unicamen te del

50%. Il cosidetto viaggio temp or ale è p ossibile unicamen te in una direzione, o vv ero

v erso il futur o . Il p erc hé di questo senso unico lo spiegheremo più a v an ti nel testo. La

questione c he si sta trattando non do vrebb e scon v olgere p oic hé sappiamo b enissimo

c he fattori come la gra vità e l'accelerazione sono in grado di dilatare lo scandire nel

temp o: difatti maggiore è l'in�usso gra vitazionale o il mo dulo dell'accelerazione e

più marcata sarà la dilatazione temp orale otten uta. Quindi un osserv atore sottop o-

sto ad un camp o gra vitazionale parametrizzerà l'ev oluzione temp orale dei fenomeni

�sici risp etto al suo temp o pr oprio . La cosa sorprenden te è c he p er questo osserv a-

tore il temp o sc orr e più lentamente c he in un sistema di riferimen to inerziale tan t'è

v ero c he se noi do v essimo annotare un in terv allo temp orale di 5 [s], l'osserv atore in-

v ece annoterebb e p er esempio solo 1 [s]. Dunque un 1 [s] del sistema di riferimen to

dell'osserv atore dura 5 [s] dei nostri. La domanda c he ci si può p orre è do v e p ossiamo

tro v are un mezzo di trasp orto c he raggiunga approssimativ amen te la v elo cità della

luce o tro v are un camp o gra vitazionale così in tenso p er ottenere questo straordinario
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e�etto. Purtropp o le na vicelle spaziali non si a vvicinano neanc he lon tanamen te alla

v elo cità limite assoluta concessa nel nostro Univ erso: tale pregio è concesso solo

alle particelle subatomic he

10

. In v ece un camp o gra vitazionale di questa p ortata è

ottenibile con una masto don tica densità di energia o di materia. P er creare un tale

camp o non basterebb e minimamen te la massa terrestre e quindi come facciamo a

creare una macc hina del temp o? La risp osta la si ricerca nei celeb errimi buc hi neri

c he fanno proprio al caso nostro: la loro massa abnorme genera una gra vità, e quindi

una curv atura spazio-temp orale così grande c he gli e�etti si fanno da vv ero sen tire.

Chiaramen te è sconsigliabile a vvicinarsi tropp o p erc hé si risc hierebb e di v enir risuc-

c hiati v erso il suo cen tro, oltrepassando l'orizzon te degli ev en ti e questa sarebb e la

nostra �ne. Com unque se teniamo distanze di sicurezza a vremo com unque e�etti

gra vitazionali notev oli c he p otrebb ero esserci utili. Difatti ruotando attorno a questo

buco nero, ci tro v eremmo in un sistema di riferimen to sottop osto alla gra vità c he

sostanzialmen te farebb e rallen tare i nostri orologi e quindi anc he l'ev oluzione bio-

logica di noi esseri umani a tal pun to c he in p o c hi min uti a vremmo già fatto passare

100 o 200 anni sulla T erra. Incredibile? Ancora più stup efacen te sarebb e creare una

stazione spaziale c he ruota attorno a questo buco nero: un tale progetto p otrebb e

essere mo delizzato come la nostra macc hina del temp o ideale p oic hé in un paio di

settimane a vremmo fatto passare una miriade di generazioni, secoli e millenni e forse

anc he qualc he era glaciale

11

.

C'è com unque la parte negativ a di questa ip otetica macc hina del temp o: se è p ossi-

bile usarla p er a v anzare nel futuro, purtropp o non è p ossibile rip ercorrere gli ev en ti

gia scanditi e quindi tornare nel passato p er riviv ere qualc he a vv enimen to partico-

lare come l'incoronazione di re Luigi XIV o assistere ad una battaglia di Nap oleone.

Questo purtropp o non è p ossibile e nasce sp on taneo il quesito: se è p ossibile v erso

il futuro, p erc hé non è p ossibile nel passato? A tal prop osito ci aiuterà quello c he

p ossiamo de�nire il p ar adosso del nonno . Esistono n umerose sp eculazioni teoric he

sui paradossi c he p otrebb ero insorgere quando si ha a c he fare con i viaggi nel tem-

p o. A d esempio, supp oniamo c he v oi decidiate di utilizzare una macc hina del temp o

p er tornare a fare visita a v ostro nonno, nel passato. Il viaggio riesce e vi tro v ate

�nalmen te a tu p er tu con v ostro nonno, c he p erò è gio v ane e non si è ancora sp osato

con quella c he div en terà, in seguito, la v ostra nonna. Ebb ene, men tre sbalordite il

nonno con particolari c he solo lui può conoscere della sua famiglia, ecco c he egli si

distrae e si dimen tica dell'appun tamen to con una b ella ragazza c he sarebb e p otuta

div en tare sua moglie. La signorina, indisp ettita dal comp ortamen to del gio v anot-

to, non lo vuole più v edere. Ed ecco quindi c he p er colpa v ostra il nonno non si

10

Da notare c he non esiste il sistema di riferimen to a rip oso dei fotoni. Se p er assurdo do v essimo

supp orre c he esso esista, noteremmo c he in quest'ultimo il temp o non scorre (dilatazione in�nita

del temp o) e le lunghezze di p ercorrenza sono n ulle. In queste condizioni, è imp ossibile iden ti�care

la p osizione del corp o con un insieme di quattro co ordinate: la co ordinata temp orale sarebb e la

stessa in qualunque pun to viene a tro v arsi, ossia un orologio alla v elo cità della luce con tin uerebb e

a segnare lo stesso orario; le tre co ordinate spaziali sarebb ero v alori indeterminati. Ciò equiv ale a

dire c he il corp o si tro v a con temp oraneamen te dapp ertutto ed in un eterno presen te.

11

I viaggi temp orali v erso il futuro sono anc he spiegati attra v erso il b en noto p ar adosso dei

gemel li do v e vi sono due individui iden tici di cui uno compie un viaggio grossomo do alla v elo cità

della luce e, tornando in visita da suo fratello, nota c he esso è in v ecc hiato di più risp etto a lui.
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Figura 4.21: Immagine artistica c he può sim b oleggiare il viaggio del temp o.

sp oserà più e di conseguenza v oi stessi non sareste più p otuti nascere; ma se non

foste mai nati, come a vreste p otuto imp edire ai nonni di incon trarsi? T ale para-

dosso è com unemen te de�nito p ar adosso del nonno in riferimen to al famoso �lm di

fan tascienza R itorno al futur o .

Un'altra spiegazione di taglio più �sico:

Supp oniamo, di n uo v o, c he il viaggio nel temp o sia p ossibile e c he un oggetto qual-

siasi torni indietro nel temp o. Limitiamo l'in�nita gamma degli ev en ti passati in cui

p otrebb e tornare a quelli in cui l'oggetto già esistev a. Dal pun to di vista dell'Uni-

v erso al momen to di arriv o nel passato, la massa costituen te l'oggetto comparirebb e

praticamen te dal n ulla; la copia ridondan te sarebb e dunque priv a di passato. Ciò

sem bra inconcepibile in quan to violerebb e molte delle leggi �sic he (oltre c he logic he)

esisten ti. Bisogna osserv are c he, se un corp o viaggia nel temp o, viene meno una

quan tità di massa e energia nel pun to di partenza e questo compare nel pun ti di

arriv o. La massa non viene creata, c'è una trasformazione dello spazio-temp o in cui

si tro v a, un cam bio di co ordinate. La conserv azione della massa e la conserv azione

dell'energia sono risp ettate se sono estese da tre a quattro dimensioni, includendo

quella temp orale: non sono risp ettate nelle tre dimensioni dello spazio di arriv o

do v e una massa, sem bra comparire dal n ulla, men tre lo sono nello spazio-temp o di

partenza e di arriv o.

Una teoria quan tistica nota come te oria a molti mondi c he fu prop osta nel 1956

da Hugh Ev erett I I I p otrebb e confutare l'imp ossibilità dei viaggi v erso il passato.

Questa teoria ci dice c he ci sono tan te copie del nostro Univ erso quan te sono le

p ossibili v ariazioni quan tistic he delle particelle c he lo comp ongono. Ne risulterebb e

dunque un n umero altissimo di mondi (o dimensioni) paralleli p er non dire in�ni-

ti. P er c hiarirci le idee p ensiamo ad un elettrone c he ruota in torno ad un protone

nell'atomo di idrogeno. T ale elettrone, secondo la meccanica quan tistica, non ha

un v alore dell'energia b en determinato, ma si può solo dire c he quella energia sarà
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con ten uta in un certo set di v alori con una certa distribuzione di probabilità: l'im-

predicibilità della natura a liv ello quan tistico è una caratteristica in trinseca. Ebb ene,

secondo la teoria a molti mondi, p er ogni liv ello di energia dell'elettrone esiste un

di�eren te univ erso; lo stesso p er tutte le altre particelle. Quindi, nelle v ariazioni più

eviden ti, ci saranno mondi in cui il nonno si sp osa con la nostra nonna e mondi in cui

questo fatto non a vviene più. T ornando al nostro ip otetico viaggio nel temp o, qualo-

ra facessimo p erdere l'appun tamen to al nonno appro deremo in un mondo v arian te

in cui noi non siamo mai nati, e quindi non si genererà alcun paradosso temp orale

rilev an te. Ovviamen te in questo caso ci si sp osterà nelle dimensioni parallele e non

nel temp o, e com unque rimane da spiegare quale sia il principio (e quali le forze)

di carattere generale c he ci p ermettano di scegliere l'univ erso c he ci in teressa; in

questo caso, p erò, sia il lib ero arbitrio c he il principio di causalità sono salvi, anc he

se le v arian ti p ossibili sarebb ero p otenzialmen te in�nite. Resta com unque da spie-

gare in c he mo do è p ossibile tornare nel passato: forse a v elo cità ultraluminari di

qualc he particella virtuale non ancora scop erta? In utile azzardare ip otesi puramen te

fan tasiose e quindi limitiamo ci a discutere in base ai mezzi c he abbiamo a nostra

disp osizione. [18]

T utto sommato non si hanno dimostrazioni a prop osito dei viaggi nel passato o

sulla teoria a molti mondi e quindi non le prenderemo v ere, ma v anno com unque

esaminate le v arie congetture p er farsi qualc he idea in più al riguardo. Si p otrebb e

facilmen te aprire un'accesissima discussione �loso�co-scien ti�ca su questa tematica

anc he se sicuramen te non si otterebb ero delle risp oste concrete: sono ancora tan ti gli

in terrogativi ancora in sosp eso nell'Univ erso e to cca a noi umani a dare o p erlomeno

ten tare di dare una risp osta so ddisfacen te.

4.7.2 W ormholes: p on ti di Einstein-Rosen

Un P on te di Einstein-Rosen o w ormhole è una ip otetica caratteristica top ologica

dello spazio-temp o c he è essenzialmen te una via più brev e da un pun to dell'Univ er-

so a un altro, c he p ermetterebb e di viaggiare tra di essi più v elo cemen te di quan to

impiegherebb e la luce a p ercorrere la distanza attra v erso lo spazio normale. Il ter-

mine inglese wormhole deriv a dalla seguen te analogia usata p er spiegare il concetto:

si immagini c he l'Univ erso sia una mela, e c he un v erme viaggi sulla sua sup er�cie.

La distanza tra due pun ti opp osti della mela è pari a metà della sua circonferenza

se il v erme resta sulla sup er�cie della mela, ma se in v ece esso si sca v a un foro di-

rettamen te attra v erso la mela la distanza c he dev e p ercorrere p er raggiungere quel

determinato pun to div en ta inferiore. Il foro attra v erso la mela rappresen ta il w orm-

hole. Non si sa se un w ormhole p ossa esistere. Una soluzione alle equazioni della

relatività generale c he p otrebb e rendere p ossibili i w ormhole senza materia esotica,

una sostanza puramen te teorica c he ha una densità di energia negativ a, non è stata

ancora scop erta. Com unque, né le soluzioni alle equazioni della relatività generale

c he accomo dano i w ormhole, né l'esistenza della materia esotica, sono state riget-

tate. Molti �sici, compreso Stephen Ha wking, ritengono c he, a causa dei problemi

c he un w ormhole creerebb e in teoria, compreso p ermettere il viaggio nel temp o, ci

sia qualcosa di fondamen tale nelle leggi della �sica c he lo proibisca. A d ogni mo do,
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questa rimane una sp eculazione, e la nozione c he la natura censurerebb e gli oggetti

scon v enien ti è già stata smen tita nel caso del principio di censura cosmica. In terpre-

tazione artistica di un w ormhole come do vrebb e essere visto da un osserv atore c he

stia attra v ersando l'orizzon te degli ev en ti di un w ormhole di Sc h w arzsc hild, il quale

è simile ad un buco nero ma con la particolarità di a v ere in sostituzione alla regione

do v e si do vrebb e tro v are la singolarità gra vitazionale un cammino instabile v erso un

buco bianco esisten te in un altro Univ erso. Questa n uo v a regione è, com unque, ir-

Figura 4.22: Rappresen tazione gra�ca di un ip otetico w ormhole.

raggiungibile nel caso di un w ormhole di Sc h w arzsc hild, in quan to il p on te tra il buco

nero e quello bianco collasserà sempre prima c he l'osserv atore abbia il temp o di at-

tra v ersarlo. Un w ormhole p otrebb e p otenzialmen te p ermettere il viaggio nel temp o.

Questo p otrebb e essere conseguito accelerando un'estremità del w ormhole relativ a-

men te all'altra, e rip ortandola successiv amen te indietro; la dilatazione temp orale

relativistica risulterebb e in un minor temp o passato p er la b o cca del w ormhole c he

è stata accelerata, in confron to a quella rimasta ferma, il c he signi�ca c he tutto ciò

c he è passato dalla b o cca stazionaria, uscirebb e da quella accelerata in un temp o

preceden te a quello del suo ingresso. Il p ercorso atta v erso un tale w ormhole viene

detto curva chiusa di tip o temp or ale e un w ormhole con questa caratteristica viene

talv olta detto timehole o buco temp orale. Si ritiene com unque c he non sia p ossibile

con v ertire un w ormhole in una macc hina del temp o in questa maniera; alcuni mo-

delli matematici indicano c he un fascio retroattiv o di particelle virtuali circolerebb e

all'in terno del timehole con in tensità crescen te distruggendolo prima c he qualsiasi

informazione p ossa passarvi attra v erso. Ciò è stato c hiamato in causa dal suggeri-

men to c he la radiazione si disp erderebb e dop o a v er viaggiato attra v erso il w ormhole,

p ermette di negare un accum ulo in�nito di materia. Il dibattito su questo soggetto

è descritto da Kip S. Thorne nel libro Black holes and time warps e ric hiederebb e

probabilmen te la risoluzione di una teoria della gr avità quantistic a . [18]
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Capitolo 5

Conclusione

Il viaggio sem bra essere giun to al termine dop o una visione panoramica della re-

latività generale. Purtropp o non è stato p ossibile trattare questo soggetto in mo do

estremamen te approfondito p er questioni legate all'apparato matematico relativ a-

men te so�sticato c he viene analizzato in dettaglio solo a liv ello univ ersitario. L'altra

v ariabile in gio co è il temp o a disp osizione p er la redazione di questo la v oro di

maturità c he induce c hiaramen te a selezionare le cose più rilev an ti da trattare, p e-

nalizzando altre c he altrettan to in teressan ti dev ono v enir scartate p er forza di cose.

Vi sono alcuni asp etti legati sempre al soggetto principale c he si sarebb ero ancora

p otuti trattare p ortando questo la v oro in altri am biti �sici come la cosmologia, in

particolare sulle origini dell'Univ erso e del suo ip otetico destino strettamen te legato

alla sua geometria c he può v enir descritta tramite la relatività generale. T rattare

gli argomen ti citati p o c'anzi risc hia v a di allon tanare questo la v oro dalla tematica

principale dedicata alla relatività generale. P erc hé questo? La �sica è la scienza

c he studia la natura e quindi trattando p er esempio l'elettromagnetismo, si coin v ol-

gono altri am biti come meccanica, termo dinamica e fenomeni ondulatori c he a sua

v olta ne coin v olgono altri, proprio p erc hé la �sica necessita di questa co esione tra

le v arie branc he. Quando è stata citata la te oria a molti mondi di Hugh Ev erett

I I I, si sarebb e p otuto discutere uno dei più grandi temi legati alla �sica quan tistica.

Appare c hiaro c he p er trattare in tutta generalità un am bito è inevitabile to ccarne

anc he altri e quindi si cerca di esprimere il tutto attra v erso un unica teoria. Difat-

ti è il sogno di tutti i �sici tro v are una teoria unica p er form ulare tutta la �sica,

una teoria c he racc hiude tutti i più grandi pilastri nella te oria del tutto c hiamata

anc he la M-te oria : nell'am bito epistemologico si parla di uni�c azione del le te orie di

c amp o . Nonostan te tutto, è auspicabile c he questa lettura sia stata stimolan te e so d-

disfacen te p er quel c he concerne la presen tazione del soggetto e di a v ere quindi fatto

in tendere una n uo v a visione dell'Univ erso c he non appare esplicitamen te ai nostri

o cc hi. Molti in terrogativi sono rimasti in sosp eso ed è qui l'asp etto straordinario

della �sica: solo lasciando le domande in sosp eso si costringerà l'uomo a ten tare

di tro v are delle risp oste plausibili e quindi di progredire con l'in telleggibile umano.

Non esistono limiti p er la men te umana se non quelli legati alla moltitudine dello

scibile nella misura in cui nessun uomo è in grado di conoscere tutto. Difatti come

ha a�ermato lo stesso Einstein: la nostr a c onosc enza, se p ar agonata al la r e altà, è

primitiva e infantile. Eppur e è il b ene più gr ande di cui disp oniamo.
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Un 'intel ligenza che in un c erto istante c onosc esse tutte le forze che mettono la natur a

in moto e tutte le p osizioni di tutti gli o ggetti la quale natur a è c onosciuta, se questo

intel letto fosse anche abb astanza vasto p er analizzar e questi dati, r ac c o glier ebb e in

una singola formula i movimenti dai più gr andi c orpi del l'Universo a quel li del più

pic c olo atomo; p er una tale intel ligenza niente sar ebb e inc erto e il futur o, c ome il

p assato, sar ebb e il pr esente ai suoi o c chi. [22]

Non si sa se un giorno l'umanità sarà in grado di comprendere l'enigma c he sta

dietro al nostro Univ erso e dell'asp etto con tingen te della realtà, ossia il p erc hé le

cose sono così e non altrimen ti. La sottiliezza sta nel fatto se l'umanità disp orrà del

temp o su�cien te p er tro v are risp osta a tale in terrogativ o.
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