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Introduzione

Prologo

\La violenta reazione ai recenti sviluppi della �sica moderna pu�o essere
compresa soltanto se ci si rende conto che questa volta hannocominciato a
cedere i fondamenti stessi della �sica; e che questo movimento ha prodotto
la sensazione che sarebbe stata tagliata la base su cui poggiava la scienza".[8]

Werner Heisenberg

Alla �ne del XIX secolo, il �sico tedesco Max Planck poneva lebasi della teoria quan-
tistica, ipotizzando che l'energia venisse emessa o assorbita dalla materia sotto forma
di piccole unit�a indivisibili , chiamate appuntoquanti . Trent'anni dopo, la meccanica
quantistica aveva gi�a assunto la sua forma de�nitiva grazie al contributo di numerosi
scienziati, tra i quali Albert Einstein, Niels Bohr, WernerHeisenberg, Paul A. Dirac,
Erwin Schr•odinger ed altri \giganti" della �sica dell'epo ca.
Come era accaduto con la teoria della relativit�a formulatada A. Einstein, in cui i
concetti di spazio e tempo assoluti sostenuti da I. Newton nella teoria della meccani-
ca classica venivano smentiti, la teoria della meccanica quantistica ci mostrava chei
fondamenti del mondo macroscopico perdevano di qualsiasi signi�cato se accostati al
mondo microscopico; questo stravolse totalmente quella che �no a quel tempo erastata
la nostra interpretazione del mondo microscopico che ci circonda.

Prefazione

Lo scopo di questo lavoro, all'infuori della semplice esposizione introduttiva alla teoria
quantistica, �e quello di mostrare come il senso comune venga messo a dura prova da
una teoria che apparir�a al lettore sovente paradossale e controintuitiva.
L'obiettivo di questo testo �e per�o soprattutto quello di esporre e far possibilmente
comprendere l'importante dibattito che Albert Einstein e Niels Bohr sostennero a
partire dalla �ne del 1920, circa la corretta interpretazione della teoria quantistica.
Un dibattito che perdur�o �no alla �ne delle vite di questi ul timi, ma che si concentr�o
in particolare a partire dal 1935, a proposito della questione sollevata nell'argomento
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Einstein, Podolski e Rosen (l'articolo EPR). Questo presentava per la prima volta
una situazione in cui la meccanica quantistica preannunciava forti correlazioni tra due
particelle distanti tra loro, in uno stato compatibile con la teoria ma dalle propriet�a
sorprendenti.

Questo testo �e suddiviso in 8 capitoli, i cui contenuti sonoriassunti qui di seguito:

Il Capitolo 1 presenta brevemente ilformalismo su cui si basa la teoria quantistica,
cos�� da introdurre e facilitare il passaggio ai capitoli seguenti, nei quali questo
formalismo viene utilizzato.

Il Capitolo 2 �e parzialmente dedicato ad una propriet�a particolare delle particelle: lo
spin 1

2. La nostra attenzione verr�a concentrata sull'esperienzadi Stern-Gerlach,
che ci permetter�a di analizzare questo nuovo sistema e di comprendere la necessit�a
di basare la meccanica quantistica sui numeri complessi; laseconda parte del
capitolo 2 riguarda invece lapolarizzazione del fotone, particolarmente utile ai
�ni sperimentali nella discussione dell'argomento EPR, nonch�e nello sviluppo del
teorema di Bell e dell'argomento GHZ.

Il Capitolo 3 tratta dei sistemi a due particelle, con particolare attenzione ad un
nuovo tipo di stato, lo stato intrecciato, che rappresenta una delle innovazioni
concettuali pi�u importanti della teoria quantistica.

Il Capitolo 4 si focalizza sull'aspetto storico e descrittivo dell'Interpretazione di
Copenhagen, una delle principaliinterpretazioni date alla teoria dei quanti ad
opera soprattutto dei �sici Niels Bohr e Werner Heisenberg.Parte del capitolo
4 �e inoltre dedicata al Congresso di Solvay tenutosi nel 1927 a Bruxelles e che
segn�o la �ne della nascita della meccanica quantistica.

Il Capitolo 5 riguarda la tesi formulata da A. Einstein, B. Podolsky e N. Rosen
(meglio nota come Argomento EPR) e volta a dimostrare l'incompletezza del-
la teoria quantistica. Nel capitolo 5 ne verranno quindi analizzate le premesse ed
esposta la tesi utilizzando quella che �e conosciuta come \versione di Bohm".

Il Capitolo 6 tratta della famiglia di teoremi (uni�cata sotto il nome di T eorema di
Bell) che permisero di confutare l'ipotesi di un completamento deterministico del-
la meccanica quantistica tramite l'utilizzo delle cosiddette variabili nascoste locali,
ipotizzato da EPR. In particolare, la nostra attenzione si focalizzer�a sulla vari-
ante CHSH (Clauser, Horne, Shimony, Holt) del teorema di Bell, particolarmente
adatta alla veri�ca sperimentale e all'analisi dei risultati di tali esperimenti.

Il Capitolo 7 �e dedicato al secondo argomento che analizziamo in questo lavoro, nel
quale i suoi arte�ci, D.M. Greenberger, M. A. Horne e A. Zeilinger, portano un
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argomento che permette diconfutare la validit�a delle ipotesiEPR. Essi dimostra-
no sperimentalmente, come negli esperimenti sul teorema diBell, che la Natura
viola l'ipotesi delle cause locali introdotta nell'articolo EPR, rivelando quindi il
suo carattere non locale.

La Conclusione �e riservata all'esposizione delle principaliconseguenzeche derivano
dalle critiche mosse nei confronti della meccanica quantistica da parte di Al-
bert Einstein e da tutti coloro che ne condividevano le opinioni, nonch�e dalle
informazioni forniteci dall'argomento GHZ, dal teorema diBell e dalle sue
disuguaglianze.

Non mi resta che augurarvi una piacevole lettura!





Capitolo 1

Struttura delle teorie quantistiche

In questo capitolo presentiamo i necessari fondamenti riguardanti la struttura della
teoria quantistica, in modo da poter costruire e meglio comprendere quanto seguir�a.
Per fare ci�o si rivela indispensabile abbandonare qualsiasi interpretazione classica per
evitare di perdersi in situazioni paradossali.

1.1 Sistemi semplici e composti

In �sica �e de�nito sistema l'oggetto che ci proponiamo di studiare. Esso pu�o essere
isolato dal resto dell'Universo oppure interagire con esso.
Si distinguono due principali tipi di sistema: semplice oppure composto. Un sistema
�e detto semplice se �e costituito da una singola particella; �e invececomposto se a
formarlo sono due o pi�u particelle.

1.2 Osservabili

Per poter analizzare un determinato sistema, �e necessariointrodurre delle grandezze
�siche misurabili con l'ausilio di apparecchi ed unit�a di misura, chiamateosservabili .

Matematicamente l'insieme delle osservabili della meccanica quantistica ha una
struttura di algebra non commutativanotata A , mentre ogni osservabileA 2 A
pu�o essere rappresentata da unamatrice autoaggiunta , ossia tale cheA = A � .
Sulla base dei casi che prenderemo in considerazione possiamo scrivere l'algebra delle
osservabili come

A = f A 2 Mn (C) : A = A � g:

5
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Grazie al teorema spettralel'osservabile pu�o essere espressa come

A=
mX

i =1

� i P� i

con � i 2 R gli autovalori di A e P� i il proiettore associato all'autovalore� i .

1.3 Stato

Per de�nizione, lo stato rappresenta l'informazione che l'osservatore possiede a
proposito del sistema considerato.

Matematicamente lo stato quantistico �e rappresentato da una matrice densit�a
�̂ 2 Mn (C) che deve soddisfare

� �̂ � 0 ) �̂ = �̂ �

� Tr( �̂ ) = 1

e tale chehAi �̂ = Tr( �̂A ), dovehAi �̂ rappresenta ilvalore medio dell'osservabileA nello
stato � , ovvero la somma di ogni suo valore possibile moltiplicato per la probabilit�a
con cui esso si presenta nell'esperienza. Tr(^�A ) �e invece la traccia della matrice ^�A ,
ovvero la somma degli elementi diagonali della matrice stessa.

In meccanica quantistica si rivela necessaria una suddivisione del concetto di
\stato" in di�erenti categorie; vediamo quindi di comprendere il motivo di questa
suddivisione e di spiegare che cosa si intende quando si parla di stato misto, di
conoscenza assoluta, puro, di superposizione.

1.3.1 Stato misto

Gli stati misti forniscono unaconoscenza parziale, ovvero statistica, del sistema.
Per quanto riguarda le misure, quindi, potremo assistere a delle 
uttuazioni , ovvero
� A > 0: ripetendo le misure di una determinata osservabile su un insieme statistico
(ossia un campione di sistemi identici), i valori trovati non saranno necessariamente gli
stessi; questo �e imputabile appunto ad una conoscenza solamente parziale del sistema
studiato. Per caratterizzare tali 
uttuazioni si ricorre allo scarto quadratico medio
di A nello stato ^� , de�nito come

(� A ) �̂ =
q

hA2i �̂ � h Ai 2
�̂ =

q
h(A � h Ai �̂ )2i �̂ :

Gli stati misti sono rappresentati da matrici densit�a comequella indicata in precedenza.
Dato un sistema in uno stato misto possiamo scrivere

hAi �̂ = Tr( �̂A ):
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1.3.2 Stato puro

Gli stati puri sono quelli per i quali l'osservatore possiede unaconoscenza massimale
del sistema.

L'insieme degli stati puri ha la struttura di spazio vettoriale di Hilbert notato
H ; ogni vettore  2 H rappresenta dunque uno stato puro del sistema; ci�o �e
determinato dal fatto che uno stato puro �e caratterizzato da un proiettore (�̂ = �̂ 2)
unidimensionale (condizione determinata da Tr(^� ) = 1)

�̂ =) P =
( ; � ) 
k k2

:

Il fatto che ogni vettore linearmente dipendente ad un vettore  genera il medesimo
sottospazio vettoriale (unidimensionale) ci permette di a�ermare che uno stato puro
del sistema �e rappresentato da un vettore 2 H e tutti i vettori linearmente dipendenti
a  rappresentano lo stesso stato. Nei casi da noi trattati H = Cn e considereremo
inoltre dei vettori  normalizzati, ovverokk kk = 1.

Abbiamo visto in precedenza che

hAi � = Tr( A�̂ ) = Tr( AP ):

Sfruttando questo risultato e supponendo chef e1 =  ; e i = ' i g sia una base
ortonormata di Cn possiamo scrivere

hAi � = Tr( AP ) =
nX

i =1

(ei ; AP ei ) = (  ; A

=  
z}| {
P  ) +

nX

i =2

(' i ; A

=0z}| {
P ' i ) = (  ; A ):

Questo ci permette di concludere che, se il sistema �e nello stato puro rappresentato dal
vettore normalizzato  , allora il valore medio dell'osservabileA �e dato da

hAi  = (  ; A )

dove A �e la matrice autoaggiunta che rappresenta l'osservabileA.
Anticipiamo che, dato uno stato puro rappresentato dal vettore normalizzato  , la
conoscenza del valore di una misura e�ettuata pu�o, in determinati casi, essere di tipo
probabilistico1; gli stati puri prevedranno quindi i valori delle osservabili con delleprob-
abilit�a oggettive . Quindi per un dato stato puro quantistico esistono delle osservabili
per le quali � A > 0. In particolare, si dimostra che [2]

Prob (A = � i ) = kP� i  k2

1Per essere precisi, le probabilit�a che nel seguito introdurremo sono dette probabilit�a oggettive e
non sono da confondere con probabilit�a \classiche".
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dove � i rappresenta il valore dell'osservabile. Potremo quindi a�ermare che, in
meccanica quantistica,il risultato di una misura dipende oggettivamente dal
caso, ma non dall'osservatore .
�E possibile veri�care che ci�o non accade nel caso di osservabili tali che  sia un au-
tovettore della matrice autoaggiuntaA che rappresenta un osservabile, con autovalore
hAi  = � .

Osservazione : uno stato misto qualsiasi pu�o venir rappresentato come una
combinazione lineare convessa di stati puri.

1.3.3 Stato di conoscenza assoluta

Si parla di stati di conoscenza assoluta relativamente ad un'osservabileA (o ad un
insieme di osservabili) nel caso in cuiA non �e soggetto a 
uttuazioni, ossia � A = 0.
Questo signi�ca che la probabilit�a di osservare un certo valore � i �e 1, mentre per ogni
altro valore � j (i 6= j ) la probabilit�a vale 0.

1.3.4 Stato di superposizione

Gli stati di superposizione costituiscono una delle caratteristiche basilari della mec-
canica quantistica e la loro interpretazione �e da ricondurre alla possibilit�a che un
sistema si trovi potenzialmente simultaneamente nello sta to  1 e nello
stato  2. Risulta quindi evidente che gli stati di superposizione non sono compatibili
con una teoria classica.
Uno stato di questo genere �e della forma

 = � 1 + � 2

ovvero unacombinazione lineare di stati puri.
In particolare, uno stato di superposizione degli stati puri  1 e  2 ortogonali �e uno
stato puro (normalizzato) per il quale �e quindi sempre possibile scrivere

 =
p

� 1 +
p

1 � �e i�  2

con � 2 [0; 1] e � 2 [0; 2� [.

1.4 Equazione agli autovalori

Abbiamo gi�a potuto renderci conto come i concetti di \autovalore" e \ autovettore"
rivestino di una grande importanza nella formalizzazione della teoria quantistica. Due
sono, in particolare, i princ��pi dei quali occorre tenere conto:
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1. Se rappresenta uno stato puro, esso �e uno stato di conoscenza assoluta per
l'osservabileA se �e un suo autovettore.

2. Se  �e un autovettore associato all'osservabileA, lo stesso �e uno stato di
conoscenza assoluta perA.

Se procediamo con la dimostrazione della 1:, essa ci ricondurr�a ad un'espressione
formulata come

A = � 

meglio nota comeequazione agli autovalori dell'osservabile A, dove � �e un
autovalore di A al quale �e associato l'autovettore 6= 0.

Dimostrazione. Sia  uno stato di conoscenza assoluta per l'osservabileA; bisogna
avere

(� A)2
 = 0

che pu�o essere scritto come

(� A)2
 = h(A � h Ai  )2

| {z }
B

i  = (  ; B 2 ) = ( B ; B ) = kB k2 = 0 ) k B k = 0

Sostituendo oraB = ( A � h Ai  )2 si ha:

A = hAi   

ma poich�e i valori che osserviamo misurando l'osservabileA sono gli autovalori ad essa
associati, ossiahAi  = � , otteniamo il risultato che ci eravamo proposti di trovare,
ovvero

A = � : (1.1)

Teorema sulle matrici autoaggiunte

Sia A = A � 2 Mn (C) una matrice autoaggiunta.

1. Gli autovalori di A sono reali;

2. Gli autovettori di A associati ad autovalori di�erenti sono ortogonali tra loro.

Dimostrazione. 1: Sia A una matrice autoaggiunta e siano 6= 0 e � rispettivamente
l'autovettore e l'autovalore corrispondente, associati alla matrice A: A = � .
Dalla sesquilinearit�a2 del prodotto scalare possiamo scrivere:

� ( ;  ) = ( � ;  )
2La sesquilinearit�a del prodotto scalare sul C-spazio vettoriale �e un'applicazione tale che

(� 1 1 + � 2 2; ' ) = � 1( 1; ' ) + � 2( 2; ' ) 8� i 2 C; ';  i 2 Cn

( ; � 1' 1 + � 2' 2) = � 1( ; ' 1) + � 2( ; ' 2) 8� i 2 C; ' i ;  2 Cn :
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Sfruttando ora le propriet�a delle matrici autoaggiunte, del prodotto scalare e
utilizzando l'equazione agli autovalori espressa comeA = � si ha:

� ( ;  ) = ( � ;  ) = ( A ;  ) = (  ; A ) = (  ; � ) = � ( ;  )

da cui segue
� = � (1.2)

ossia� 2 R.

Dimostrazione. 2: Siano� 1 e � 2 gli autovalori associati rispettivamente agli autovettori
 1 e  2. Scriviamo

� 1( 1;  2) = � 1( 1;  2) = ( � 1 1;  2)

e, come in precedenza, le propriet�a della matrice autoaggiunta e la sesquilinearit�a del
prodotto scalare ci permettono di scrivere

� 1( 1;  2) = ( A 1;  2) = (  1; A 2) = (  1; � 2 2) = � 2( 1;  2) = � 2( 1;  2):

Siamo quindi giunti a dire che

� 1( 1;  2) = � 2( 1;  2)

che, tuttavia, pu�o venire espresso come

(� 1 � � 2)(  1;  2) = 0 :

Sfruttando ora il fatto che � 1 6= � 2 possiamo concludere che il prodotto scalare tra gli
autovettori  1 e  2 deve essere nullo, ossia

( 1;  2) = 0 (1.3)

che �e il risultato che ci eravamo proposti di dimostrare.

1.5 Incompatibilit�a

Quello dell'incompatibilit�a �e un fenomeno caratteristico della teoria quantistica che
riguarda le osservabili.
Date due osservabiliA e B, queste si diconoincompatibili nel caso in cui il processo
di misura e�ettuato su di una in
uenza i risultati di quello sull'altra. In altre
parole: misuriamo dapprima l'osservabileA, trovando un valorea1, e successivamente
l'osservabileB , trovando invece un valoreb. A questo punto, seA e B sono incom-
patibili, ad un'ulteriore misurazione di A potremo trovare un risultato diverso daa1,
ad esempio un valorea2; questo accede poich�ela misura di B ha in
uenzato quella diA.
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Un sistema �e detto quantistico se nella sua algebra delle osservabili esistono
delle osservabili incompatibili tra loro; da un punto di vista prettamente matematico,
lo studio di questo fenomeno porta alla conclusione chel'algebra delle osservabili
di un sistema quantistico non �e commutativa , ossia

AB 6= BA

dove A e B sono due osservabili incompatibili.

Contrariamente al caso quantistico, in un sistema classicotutte le osservabili
sono compatibili e l'algebra delle osservabili �e commutativa (AB = BA ).

1.6 Probabilit�a oggettive e misura

Come accennato in precedenza, in meccanica quantistica le situazioni �siche non ci
permettono sempre di conoscere con certezza il valore delleosservabili (anche nel caso
di uno stato puro); questo ci induce a ricorrere a delleprobabilit�a oggettive di
ottenere un determinato valore dell'osservabile presa in considerazione, compiendo le
necessarie misurazioni.
Una volta a conoscenza dello stato in cui si trova il sistema possiamo determinare
la probabilit�a di ottenere un certo valore � i (che �e un'autovalore della matriceA),
qualora misurassimo l'osservabileA.
Le probabilit�a oggettive sono tuttavia espresse in modi di�erenti a seconda dello stato
in cui il sistema considerato si trova. Vediamo quindi di esplicitare la formulazione di
queste probabilit�a.

Se il sistema �e nello stato misto �̂ , la probabilit�a di osservare il valore � i di
un'osservabileA �e espressa da

Prob�̂ f A = � i g = Tr( �̂P � i ) (1.4)

dove P� i �e il proiettore sull'autovettore di autovalore � i .
Nel caso in cui il sistema si trovi in unostato puro rappresentato dal vettore nor-
malizzato (k k = 1), la probabilit�a di trovare il valore � i in una misura dell'osservabile
A �e data invece da3

Prob f A = � i g = kP� i  k2 = j(' i ;  )j2 (1.5)

dove ' i �e l'autovettore associato all'autovalore� i .
La formulazione probabilistica data da (1.5), �e in accordo con le propriet�a generali
della probabilit�a, de�nita come rapporto fra il numero di casi favorevoli al veri�carsi

3La seconda uguaglianza vale solo se l'autovalore� i ha molteplicit�a algebrica 1.
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di un certo evento e il numero di casi possibili. La probabilit�a di un qualsiasi evento
deve essere positiva o nulla, mentre la somma delle probabilit�a, relative a tutte le
possibili alternative, deve valere uno. Entrambe queste condizioni sono soddisfatte da
(1.5). Ciononostante gli assiomi della teoria classica delle probabilit�a valgono solo se
consideriamo un insieme di osservabili compatibili.
Dall'espressione (1.5) possiamo inoltre osservare chel'impossibilit�a di determinare
con certezza il valore di determinate osservabili �e intrinseca alla situazione �sica e
totalmente indipendente dall'osservatore. �E proprio questo il motivo per cui si parla
in questi casi di probabilit�a \oggettive".

Consideriamo ora il caso in cui il sistema si trova in unostato di conoscenza
assoluta relativamente all'osservabileA, rappresentato dall'autovettore normalizzato
 di A. In questo caso particolare di stato puro la probabilit�a diosservare l'autovalore
�  associato all'autovettore �e

Prob f A = �  g = 1 (1.6)

mentre sar�a ovviamente 0 per tutti i valori � i 6= �  .

Le probabilit�a oggettive conferiscono a stati particolari, gli stati di superposizione,
quelle che si de�niscono dellepropriet�a potenziali . �E con la successiva procedura
di misurazione che una di queste propriet�a potenziali diviene unapropriet�a attuale
e quello osservato sar�a in�ne un ben determinato valore� .

Facciamo un esempio:
se consideriamo uno stato di superposizione, la propriet�apotenziale sar�a caratterizzata
dalla possibilit�a per il sistema di trovarsi potenzialmente simultaneamentenegli stati
 1 e  2; e�ettuando le necessarie misurazioni si attualizzer�a uno e solo uno dei due
stati. Se ci�o non avvenisse, il sistema (che pu�o essere unaparticella) dovrebbe essere
diviso in due parti.

Postulato della misura ideale

In meccanica quantistica si osserva che il processo di misura non mantiene inalterato
lo stato e, in particolare, conduce ad unamodi�ca non deterministica dello stesso. Ci�o
signi�ca che lo stato non potr�a, dopo un dato istante, essere univocamente determinato
a partire dallo stato iniziale. Alcune conclusioni importanti in merito sono riassunte
nel postulato della misura ideale :

1. Immediatamente4 dopo la misura dell'osservabileA, per la quale �e stato trovato
4L'immediatezza della misura ci permette di avanzare l'ipotesi che il sistema non possa modi�carsi

minimamente.
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un valore� , lo stato del sistema �e di conoscenza assoluta per l'osservabile A, ossia
uno stato � tale che Prob̂� f A = � g = 1.

2. Per ogni osservabileB , il cui valore era conosciuto esattamente prima della misura
di A, che sia compatibile conA, si ha che immediatamente dopo la misura
dell'osservabileA il valore di B non �e modi�cato dalla misura della stessaA.





Capitolo 2

Sistemi a due livelli: lo spin 1
2 e la

polarizzazione del fotone

2.1 Introduzione

In questo capitolo avremo modo di applicare i concetti teorici appresi in precedenza a
due sistemi reali e signi�cativi1 nell'ambito della teoria quantistica: il sistemaspin 2

ed il sistemapolarizzazione del fotone .
Lo studio avverr�a secondo un preciso ordine:

1. La visualizzazione dell'Apparato sperimentale necessario allo studio del
sistema;

2. L'analisi delle Evidenze sperimentali delle esperienze condotte sui sistemi
considerati;

3. La costruzione del formalismo matematico associato ai sistemi considerati, con
la sezioneDescrizione quantistica ; essa sar�a a sua volta costituita da due
sottosezioni:Stati ed osservabili associati all'esperienza e Probabilit�a ogget-

tive, misura e incompatibilit�a , dove alcuni concetti teorici verranno ampiamente
utilizzati.

1In e�etti, il sistema spin ci sar�a particolarmente utile ne l seguito, dove prenderemo ad analizzare
l'argomento EPR ed il successivo teorema di Bell.

2In questo caso analizzeremo lo spin12 .

15
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2.2 Il sistema spin 1
2: l'esperienza di Stern-Gerlach

Lo studio del sistema che considereremo, ovvero lo spin3, �e reso possibile dall'esperienza
detta di Stern-Gerlach, realizzata da Otto Stern e Walther Gerlach nel 1924.
L'importanza che questo esperimento riveste risiede nel fatto che grazie ad essa �e stato
messo in evidenza ilmomento angolare intrinsecodegli elettroni e il fatto che esso
sia quanti�cato; una propriet�a, questa, che �no ad allora non era stata messa in luce,
ma che �e di grande importanza nella comprensione di alcuni fenomeni propri della
meccanica quantistica.
Analizzeremo quindi le caratteristiche basilari dell'esperienza di Stern-Gerlach, nonch�e
le molteplici implicazioni della stessa nella teoria quantistica.

Caratteristiche del sistema

Lo spin 1
2 rappresenta il sistema quantistico pi�u semplicee rientra nella categoria dei

cosiddetti sistemi a due livelli , per i quali:

� l'algebra delle osservabili �e costituita da matrici 2� 2 autoaggiunte;

� gli stati puri sono rappresentati da vettori (normalizzati) in C2.

Pur essendo un sistema relativamente semplice da studiare,lo spin 1
2 ben si presta a

descrivereconcetti fondamentali della meccanica quantistica, alcuni dei quali sono stati
trattati in precedenza: stati puri, misti, di conoscenza assoluta, di superposizione,
propriet�a potenziali, probabilit�a oggettive, incompat ibilit�a.

2.2.1 Apparato sperimentale

L'apparato di Stern-Gerlach �e sostanzialmente costituito da una sorgente che emette
atomi di argento 47Ag, un dispositivo di collimazione degli atomi che permettedi
ottenere un fascio avente direzione ben de�nita, un magnetein grado di generare un
campo magnetico disomogeneo orientato secondo una precisadirezione ~en di R3 e
uno schermo dove gli atomi emessi vengono rilevati, dopo aver attraversato il campo
magnetico.
L' e�etto di tale campo �e quello di deviare le particelle di argento che vi passano
attraverso.
A ciascun apparecchio �e associata una determinataorientazione spaziale, indicata da
un vettore ~en 2 R3.

3Non �e nel nostro interesse, per il momento, sapere che cosa lo spin rappresenti �sicamente.
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Figura 2.1: A:: Schema dell'apparato di Stern-Gerlach: gli atomi di argento emessi dalla
sorgenteF vengono collimati dalla fenditura C e, de
essi dal campo magnetico
disomogeneo, vanno a collidere sulla lastraL , dove vengono successivamente
rilevati. In B: �e schematicamente riportato un dettaglio del campo magnetico
disomogeneo.

2.2.2 Evidenze sperimentali

L'esperienza ci fornisce due risultati:

1. Qualsiasi siano la misura e l'orientazione spaziale~en , esistonodue soli risultati
possibili: nel cason = 3, ad esempio, gli atomi di argento vengono deviati verso
l'alto (per convenzione, indicheremo questo risultato con+1) oppure verso il
basso (indicato da� 1).

2. Se disponiamo in linea tre apparecchi di Stern-Gerlach, nei quali il primo e l'ul-
timo hanno medesima orientazione~en mentre il secondo �e orientato secondo una
direzione di�erente ~em , si osserva che leosservabili associate alle direzioni~en

e ~em sono incompatibili . Le sole osservabili compatibili, dunque, sono asso-
ciate alle orientazioni~en e � ~en , che corrisponde a ruotare di� l'apparecchio di
Stern-Gerlach.

Osservazione : il fatto che le particelle vengano deviate unicamente nelle due
direzioni citate in precedenza (verso l'alto oppure verso il basso nel caso di un
orientamento secondo~e3) �e in contrasto sia con le predizioni classiche, secondo
le quali il fascio di atomi andrebbe distribuendosi in maniera pressoch�e continua
tra i due estremi superiore e inferiore, sia con quelle dellavecchia teoria quantis-
tica4, secondo la quale si sarebbero dovuti formare un numero dispari di fasci orientati.

4Con questo termine si indica quella che �e nota come teoria diBohr-Sommerfeld.



2.3. Descrizione quantistica 18

�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�

   classica
  predizione

 sperimentale
 risultato

�
�
�
�

�
�
�
�

z z

Figura 2.2: I risultati dell'esperimento a confronto con le predizioni classiche.

Figura 2.3: Fotogra�a originale che illustra la distribuzione degli at omi di argento de
essi
dal campo magnetico (a destra) e in assenza di campo (a sinistra).

2.3 Descrizione quantistica

2.3.1 Stati ed osservabili associati all'esperienza

Occupiamoci ora di formulare in termini matematici quanto accennato in precedenza,
cominciando con la costruzione delle osservabili.
Abbiamo gi�a accennato che la rappresentazione delle osservabili avviene tramite delle
matrici. In particolare, l'algebra delle osservabili dello spin 1

2 sar�a formata da matrici
2 � 2 autoaggiunte, ovveroA � M2(C); lo spazio di Hilbert che descrive gli stati puri
dello spin 1

2 �e H = C2.
Le osservabili associate a ciascuna delle direzioni nello spazio~e1, ~e2, ~e3 verranno
indicate rispettivamente con� 1, � 2 e � 3.
Considerando che i soli valori che si osservano sperimentalmente sono +1 e� 1, e che
non vi sono osservabili compatibili, possiamo procedere con la rappresentazione di� 3,
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che sceglieremo come

� 3 =
�

1 0
0 � 1

�
: (2.1)

Ci�o che ci interessa �e determinare gliautovettori della matrice � 3; notando  � questi
autovettori possiamo scrivere

 + =
�

1
0

�
e  � =

�
0
1

�

visto che trivialmente � 3 � = � 1 � .
A questo punto, disponiamo di duestati ortogonali (gli autovettori di � 3) che formano
una baseortonormata dello spazio di HilbertC2; d'ora in poi rappresenteremo tutte
le osservabili ed i vettori rispetto a questa base.
Se, a questo punto, facciamo delleesperienze sullo spin 1

2 preparato nello stato +

(oppure  � )5 l'informazione che ne ricaviamo �e la seguente:

h� 1i  � = (  � ; � 1 � ) = 0 e h� 2i  � = (  � ; � 2 � ) = 0 :

In base a queste informazioni possiamo procedere con la ricerca delle successive due
osservabili, ossia� 1 e � 2. Procediamo con ordine.

Ci �e gi�a noto che la matrice � 1, per poter rappresentare un'osservabile, deve es-
sere autoaggiunta; inoltre, questa matrice non sar�a diagonale, in quanto in caso
contrario risulterebbe compatibile con� 3. Possiamo cominciare a scrivere la matrice
� 1 come

� 1 =
�

( + ; � 1 + ) � 1e� i� 1

� 1ei� 1 ( � ; � 1 � )

�
esperienza

=
�

0 � 1e� i� 1

� 1ei� 1 0

�

con � 1 2 R+ , � 1 2 [0; 2� [ e i =
p

� 1.
Possiamo fare un passo avanti tenendo conto dell'invarianza del determinante6, che ci
permette di concludere che

� 1 = � 1

5Il concetto di \preparare il sistema" in un determinato stat o, nel caso dello spin1
2 , rimanda

all'osservazione della direzione presa dalle particelle interagenti con il campo magnetico disomogeneo;
in particolare, nel caso di una deviazione nella direzione +1 (ossia verso l'alto), il sistema si trova nello
stato  + ; al contrario, nel caso di una deviazione nella direzione opposta � 1 (verso il basso), il sistema
si trova nello stato  � . Questa �e una della principali caratteristiche della meccanica quantistica
(peraltro piuttosto oscura), ossia un'attualizzazione dello stato che non �e deterministica, bens�� di
carattere probabilistico (vedi il Postulato della misura ideale).

6Nel caso di un cambiamento di base (nel caso speci�co daf  + ;  � g a f ' + ; ' � g con ' � gli
autovettori di � 1), la matrice mantiene inalterato il suo determinante, infatti:

det(B 0) = det( M � 1BM ) = det( M � 1)det(B )det(M ) = det( B )det(M � 1)det(M ) = det( B );

dove M �e la matrice di cambiamento di base eB; B 0 sono rispettivamente le matrici rispetto all'una
e all'altra base scelte.
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e nel nostro caso, per semplicit�a, scegliamo� 1 = +1.
Ci�o che rimane indeterminato, a questo punto, �e solo� 1 ma, anche in questo caso per
sempli�care la situazione, scegliamo� 1 = 0. Abbiamo quindi costruito la matrice � 1,
che pu�o essere scritta come

� 1 =
�

0 1
1 0

�
: (2.2)

Occupiamoci ora di determinare gli autovettori' � della matrice appena espressa,
tenendo conto del fatto che gli autovalori ad essa associatisono � � = � 1, come si
ottiene facilmente calcolando le radici del polinomio caratteristico.
Ponendo l'autovettore associato all'autovalore� � come

' � =
�

� �

� �

�

e risolvendo l'equazione agli autovalori

�
0 1
1 0

� �
� �

� �

�
= �

�
� �

� �

�

otteniamo in�ne i due autovettori normalizzati ' � dati da

' + =
1

p
2

�
1
1

�
e ' � =

1
p

2

�
1

� 1

�
:

Gli stessi concetti utilizzati �n'ora possono venire applicati per determinare l'ultima
matrice restante, ossia� 2.
Cominciamo esprimendo questa osservabile come

� 2 =
�

( + ; � 2 + ) � 2e� i� 2

� 2ei� 2 ( � ; � 2 � )

�
=

�
0 � 2e� i� 2

� 2ei� 2 0

�
� 2=1
=

�
0 e� i� 2

ei� 2 0

�
:

Sfruttando ora il fatto che, nell'esperienza, il valore medio dell'osservabile� 2 nello stato
' � �e nullo, ovvero

h� 2i ' � = 0

prepariamo il sistema proprio nello stato' � per determinare il valore di� 2. Si ha:

(� 2' � ) =
1

p
2

�
0 e� i� 2

ei� 2 0

� �
1
1

�
=

1
p

2

�
e� i� 2

ei� 2

�

e dunque

0 = ( ' � ; � 2' � ) =
1

p
2

�
1 1

� 1
p

2

�
e� i� 2

ei� 2

�
=

e� i� 2 + ei� 2

2
def
= cos� 2
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da cui � 2 2 f �
2 ; 3

2 � g. Per una semplice questione di comodit�a scegliamo� 2 = �
2

ottenendo in�ne la forma de�nitiva della matrice � 2, data da

� 2 =
�

0 � i
i 0

�
: (2.3)

Se, come abbiamo fatto in precedenza con le matrici� 1 e � 3, determiniamo gli au-
tovettori � � di � 2 risolvendo le rispettive equazioni agli autovalori otteniamo � � = � 1
e

� + =
1

p
2

�
1
i

�
e

1
p

2

�
1

� i

�
:

L'espressione dell'osservabile � 2 e dei suoi autovettori ci permette di com-

prendere la necessit �a di descrivere l'algebra delle osservabili A con delle

matrici a coefficienti complessi e di costruire quindi la me ccanica quantistica

su uno spazio vettoriale complesso .

Abbiamo �n qui potuto renderci conto che alcuni concetti visti in precedenza
possono venire applicati nel caso dello spin12; infatti, �ssato ad esempio l'osservabile
� 3, gli autovettori  + e  � ad essa associati sonostati di conoscenza assoluta per
l'osservabile� 3. Gli altri autovettori che abbiamo precedentemente determinato sono
invecestati di superposizione degli stati  � ; infatti, se consideriamo l'autovettore
' + di � 1 associato all'autovalore +1 abbiamo

' + =
1

p
2

�
1
1

�
=

1
p

2
( + +  � )

mentre prendendo l'autovettore' � associato all'autovalore� 1 otteniamo

' � =
1

p
2

�
1

� 1

�
=

1
p

2
( + �  � )

da cui possiamo concludere che

' � =
1

p
2

( + �  � ): (2.4)

Il medesimo discorso vale per gli autovettori� � associati all'osservabile� 2, anch'essi
costituenti stati di superposizione degli stati di conoscenza assoluta � . Si ha infatti

� � =
1

p
2

( + � i � ): (2.5)
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2.3.2 Probabilit�a oggettive, misura e incompatibilit�a

Mettiamo ora in pratica le nozioni acquisite in precedenza sulle probabilit�a oggettive
per veri�care l' incompatibilit�a tra le osservabili associate alle orientazioni in R3

dell'apparecchiatura di Stern-Gerlach. Avremo dunque un utile riscontro con gli
aspetti sperimentali di concetti in apparenza propriamente teorici ed astratti quali
l'incompatibilit�a stessa.

In una misura dell'osservabile� 3 e con il sistema nello stato + , la probabilit�a
di osservare il valore +1 (l'autovalore della matrice� 3) �e data da

Prob + f � 3 = +1 g = j( + ;  + )j2 = 1 (2.6)

mentre la probabilit�a di ottenere il valore � 1 (sempre nello stato + ) �e ovviamente
nulla, infatti

Prob + f � 3 = � 1g = j( + ;  � )j2 = 0: (2.7)

Questo risultato era atteso, in quanto +17 �e il \valore" dell'autovalore associato
all'autovettore  + , che �e uno stato di conoscenza assoluta per l'osservabile� 3; la
probabilit�a di osservare il valore +1 nello stato + �e quindi 1. Lo stesso ragionamento,
ma inverso, �e valido per il valore� 18.

Sempre rimanendo nello stato + , i valori � 1 delle osservabili � 1 e � 2 sono
quelle che gi�a in precedenza avevamo de�nitopropriet�a potenziali, alle quali associamo
delle probabilit�a oggettive di osservare i valori stessi� 1 che, in questo caso, sono date
da

Prob + f � 1 = � 1g = j(' � ;  + )j2 =
1
2

(2.8)

per quanto riguarda l'osservabile� 1, e

Prob + f � 2 = � 1g = j(� � ;  + )j2 =
1
2

(2.9)

riguardo invece all'osservabile� 2.
Se in una misura dell'osservabile� 1 otteniamo il valore +1 (le particelle vengono devi-
ate verso l'alto), lo stato del sistema dopo la misura sar�a' + ; ci�o signi�ca che vi �e stata
un'attualizzazione della propriet�a potenziale rappresentata dal valore +1 dell'osserv-
abile � 1.
Ora, sappiamo che' + �e uno stato di superposizione degli autovettori � di � 3; i val-
ori � 1 associati all'osservabile� 3 saranno quindi delle propriet�a potenziali e dopo la
misura di � 1 saranno gli stati ' + o ' � ad attualizzarsi. L'informazione su� 3, a questo

7Ricordiamo che il risultato +1 corrisponde ad una de
essione verso l'alto delle particelle deviate
dal campo magnetico disomogeneo nell'apparecchio di Stern-Gerlach.

8La probabilit�a di osservare � 1 pu�o essere 1 solo se il sistema si trova nello stato � .
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punto, �e modi�cata, e le probabilit�a (oggettive) di osservare i valori � 1 in una sua
misura saranno date da

Prob' � f � 3 = � 1g = j( � ; ' � )j2 =
1
2

: (2.10)

Osserviamo che la probabilit�a, rispetto al valore trovatoin (2.6) e (2.7), �e cambiata:
la misura dell'osservabile� 1 ha in qualche modo in
uenzato il risultato precedente-
mente ottenuto. E' una caratteristica, questa, alla quale abbiamo gi�a avuto modo di
accennare, e che prende il nome di incompatibilit�a. Possiamo quindi concludere chele
osservabili� 1 e � 3 sono incompatibili tra loro.
Matematicamente, l'incompatibilit�a comporta che � 1 e � 3 non commutano; infatti

� 1� 3 � � 3� 1 � [� 1; � 3] =
�

0 1
1 0

� �
1 0
0 � 1

�
�

�
1 0
0 � 1

� �
0 1
1 0

�
= � 2i� 2 6= 0: (2.11)

Qui ci limitiamo a veri�care l'incompatibilit�a tra le osse rvabili � 1 e � 3,; tuttavia, un
discorso analogo �e valido nel caso in cui si considerino le osservabili � 2 e � 3, nonch�e � 1

e � 2, anche queste incompatibili tra loro.

2.3.3 Complemento: lo stato misto

Nel capitolo dedicato agli stati di superposizione abbiamoaccennato al fatto che uno
stato di questo tipo pu�o venire espresso come unacombinazione lineare di stati puri; le
probabilit�a di osservare l'uno o l'altro stato puro erano,come abbiamo visto,probabilit�a
oggettive, ovvero indipendenti dall'osservatore ma determinate oggettivamente dal caso.
Tuttavia, non solo gli stati di superposizione sono espressi come combinazione lineare di
altri stati; infatti, anche gli stati misti possono venire rappresentati in modo analogo,
ma con la sostanziale di�erenza che le probabilit�a non sonooggettive e la combinazione
lineare non �e intesa come combinazione lineare in uno spazio di Hilbert; infatti uno
stato misto pu�o venire espresso comecombinazione lineare convessa 9 di stati
puri nello spazio degli stati. Ad esempio, lamatrice densit�a di uno stato misto pu�o
essere scritta come

�̂ = �P  + + (1 � � )P � (2.12)

dove per esempioP � �e il proiettore associato a  �
10, mentre � e (1 � � ) sono le

probabilit�a (non oggettive) legate all'informazione parziale in possesso all'osservatore,
corrispondenti alle probabilit�a che lo stato siaP � prima di qualsiasi misura e�ettuata.
Scrivendo esplicitamente le matrici dei proiettoriP � otteniamo

�̂ = �
�

1 0
0 0

�
+ (1 � � )

�
0 0
0 1

�
=

�
� 0
0 1� �

�
: (2.13)

9Una combinazione lineare �e dettaconvessase i coe�cienti � e 1� � sono positivi e si sommano a
1; questo �e naturalmente in accordo con il fatto che essi sono riconducibili a dei valori di probabilit�a.

10 � altro non sono che gli autovettori della matrice � 3 incontrati nella sezione 3.1.2.



2.4. La biiezione 2 C2 � ~n 2 R3 24

Da (1.4) si evince via che il sistema si trover�a nello stato puro + con probabilit�a �
oppurenello stato puro � con probabilit�a (1 � � ) se si e�ettua una misura dell'osserv-
abile � 3. Bench�e uguali alle probabilit�a che rientrano direttamente nella descrizione
dello stato, non vanno confuse con quest'ultime.

2.4 La biiezione  2 C2 � ~n 2 R3

In questo paragrafo citiamo una relazione importante che riguarda gli stati puri dello
spin 1

2 e della quale avremo modo di usufruire nel seguito. Essa a�erma quanto segue:

Esiste una corrispondenza biunivoca tra gli stati puri  2 H
normalizzati dello spin 1

2 e i vettori normalizzati ~n 2 R3.

Riferendosi a quanto visto nei paragra� precedenti, quandoabbiamo determinato
gli stati puri (autovettori) associati alle orientazioni in R3 (matrici � i , i = 1; 2; 3),
possiamo concludere chelo spin si trova nella direzione~ei se lo stato in cui si trova la
particella �e rappresentato dall'autovettore associato alla matrice � i di autovalore +1,
con i = 1; 2; 3.

Facciamo un esempio:
se lo stato della particella �e descritto dal vettore � , ad essa potremo associare uno
spin che ha direzione� ~e3, e analogamente per le altre direzioni se lo stato (puro) della
particella in questione �e dato dai vettori ' � oppure � � .

Se =
�

 1

 2

�
2 C2 �e uno stato puro normalizzato e~n �e de�nito come

ni = (  ; � i  ); i = 1; 2; 3 (2.14)

allora calcolando esplicitamente il prodotto scalare otteniamo

n1 =  1 2 +  1 2 = 2Re( 1 2)

n2 = � i ( 1 2 �  1 2) = 2Im(  1 2)

n3 = j 1j2 � j  2j2

Il vettore ~n = ( n1; n2; n3) �e inoltre normalizzato, infatti

3X

i =1

n2
i = 4j 1j2j 2j2 + ( j 1j2 � j  2j2)2 = ( j 1j2 + j 2j2)2 = 1: (2.15)

A questo punto ci rimangono da determinare le componenti delvettore  2 C2, e lo
facciamo utilizzando le componenti del vettore~n di R3, espresse incoordinate sferiche.
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x

y

z

'

r
�

P

Figura 2.4: Schema che riproduce gli elementi che ci permettono di determinare le coordinate
sferiche di un punto P nello spazio.

Avremo quindi

n1 = sin � cos'

n2 = sin � sin'

n3 = cos�

con � 2 [0; � [, ' 2 [0; 2� [.
Con gli angoli � e ' associati a~n si dimostra che possiamo esprimere univocamente il
vettore  come

 =
�

cos�
2 e� i'= 2

sin �
2 ei'= 2

�
: (2.16)

A partire da (2.16), due sono le principali conclusioni che possiamo trarre:

1. Ad ogni vettore normalizzato~n 2 R3 possiamo associare, ricorrendo a coordinate
sferiche, uno stato puro normalizzato 2 C2;

2. Possiamo caratterizzare lospin di una particella quale propriet�a associata ad un
suo orientamento nello spazioR3.

Nello Stern-Gerlach, lo spin �e ilmomento cinetico intrinseco dell'elettrone situato
nell'ultima orbita dell'atomo di argento11. Da un punto di vista classico, lo spin del-
l'elettrone (come quello di qualsiasi altra particella) pu�o essere interpretato come la
rotazione che la particella ha intorno al proprio asse. Tuttavia, occorre precisare che lo
spin �e un puro concetto quantistico, impossibile da visualizzare. L'immagine classica
della pallina rotante �e molto comoda, ma del tutto inadeguata a descrivere corret-
tamente questo sistema. Inoltre, diversamente dagli oggetti rotanti della meccanica

11Lo spin considerato �e unicamente quello dell'elettrone pi�u esterno dell'atomo di argento, in quanto
�e possibile veri�care che gli spin degli altri elettroni si elidono vicendevolmente.
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classica, che derivano il loro momento angolare dalla rotazione delle parti costituenti,
lo spin non �e associato ad alcuna massa interna. Le particelle elementari quali gli
elettroni possiedono uno spin, pur trattandosi di particelle puntiformi.

2.5 La polarizzazione del fotone

L'analisi dell' argomento GHZ12 e delle veri�che sperimentali del teorema di Bell
che a�ronteremo in seguito presuppone alcune conoscenze basilari concernenti la
polarizzazione dei fotoni (dal Greco '!� \phos", che signi�ca Luce), i quanti del
campo elettromagnetico.

La teoria ondulatoria della luce prevede che essa possa essere rappresentata
come un'onda elettromagnetica13, ossia quale risultato della superposizione dei campi
elettrico e magnetico.

x

y

z

Figura 2.5: Rappresentazione di un'onda elettromagnetica, originatadalla sovrapposizione
dei campi magnetico ed elettrico. In rosso �e indicato il campo elettrico, in blu il
campo magnetico.

Con il termine \polarizzazione" si rimanda a quella propriet�a �sica per la quale
la radiazione elettromagnetica, invece di presentarsi casualmente su uno qualsiasi
dei piani ortogonali alla direzione di propagazione della radiazione stessa, si orienta
secondodirezioni de�nite . La polarizzazione di un'onda elettromagnetica �e de�nita
dalla propagazione del vettore campo elettrico, e sempli�cando un po' il discorso
otteniamo le seguenti modalit�a14[5]:

12La sigla GHZ deriva dal nome dei suoi arte�ci: Greenberger, Horne, Zeilinger.
13Quella elettromagnetica �e un'onda trasversale, quindi oscillante perpendicolarmente alla direzione

di propagazione.
14Bisogna prestare attenzione al fatto che la polarizzazionequi di seguito riportata rimanda al caso

classico della teoria ondulatoria ma �e tuttavia applicabile alla te oria quantistica, naturalmente con
qualche accorgimento concettuale, che tratteremo subito dopo.
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� Il campo elettrico vibra sempre lungo una direzione de�nita: �e questo il fenomeno
della polarizzazione lineare . Essa pu�o essereorizzontale ( ~Ek~ey), verticale
( ~Ek~ex ) o una combinazione lineare qualsiasidi queste (~Ek�~e y + �~e x);

� In un periodo (quindi su una lunghezza d'onda) il campo elettrico ruota nel
piano ortogonale alla direzione di propagazione dell'onda, per ritornare poi nella
direzione di partenza: si parla in questo caso dipolarizzazione circolare . Essa
pu�o ruotare in senso orario (polarizzazione destra) oppure in senso antiorario
(polarizzazione sinistra).

  B

   P 

A

Figura 2.6: Rappresentazione schematica della polarizzazione lineare di un'onda elettromag-
netica. In A l'onda vibra su tutti i piani ortogonali alla direzione di pr opagazione;
una volta che l'onda ha interagito con il polarizzatoreP solo una direzione per-
mette all'onda di attraversarlo e arrivare in B , mentre le altre direzioni verranno
assorbite dal �ltro polarizzatore.

Un raggio di luce (ossia un'onda elettromagnetica) pu�o essere interpretato come un
insieme di fotoni, le particelle che costituiscono l'elemento di connessione tra la classica
teoria ondulatoria e la teoria quantistica. In questo contesto, la polarizzazione �e una
propriet�a intrinseca del fotone che analizzeremo qui di seguito.

2.5.1 Apparato sperimentale

Per mettere in luce la polarizzazione del fotone �e necessario avvalersi di un apparato
sperimentale. Esso �e essenzialmente costituito da una sorgente di fotoni, da un polariz-
zatore15 e da un rilevatore di fotoni dopo che essi hanno interagito con il polarizzatore.

15La struttura del �ltro polarizzatore �e di per s�e abbastanz a complessa e non ci addentreremo in
dettagli fondamentalmente inutili al nostro scopo.
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A ciascun polarizzatore �e inoltre associata una determinata orientazione spaziale, che
si discosta per�o da quella vista nel caso dell'apparato di Stern-Gerlach. In e�et-
ti, a ciascun polarizzatore (lineare) �e associata una determinata direzione nel piano
perpendicolare alla propagazione del fotone.

2.5.2 Evidenze sperimentali

Supponiamo di compiere l'esperimento della polarizzazione facendo passare nell'ap-
parecchiaturaun solo fotone alla volta. Qualsiasi siano la misura e la direzione descritta
dal �ltro polarizzatore, l'esperienza ci forniscedue risultati complementari :

1. Il fotone, dopo avere interagito con il �ltro polarizzatore, lo attraversa e viene
successivamente rilevato;

2. Il fotone passante attraverso il polarizzatore viene assorbito da esso senza poter
essere quindi rilevato.

Questi risultati si evincono dal fatto che il fotone passante attraverso il �ltro possiede
una determinata direzione di polarizzazione ; se essa �e compatibile con quella del
�ltro polarizzatore il fotone sar�a libero di attraversarl o, viceversa nel caso di di�erenti
direzioni di polarizzazione il risultato non �e certo16. Analizzeremo questo aspetto nella
sezione successiva.

2.6 Descrizione quantistica

2.6.1 Stati e osservabili associati all'esperienza

Considerate le evidenze sperimentali, analogamente al caso dello spin 1
2 anche la

polarizzazione del fotone �e unsistema a due livelli. Infatti per ogni osservabile
associata all'apparato di misura vi sono due risultati possibili. Possiamo quindi
esplicitare il formalismo quantistico della polarizzazione del fotone mediante stati
descritti da vettori normalizzati  2 C2 e matrici 2 � 2 autoaggiunte associate alle
possibili direzioni descritte dal polarizzatore, quindiA � M2(C).

Come detto, i risultati possibili di una misura sono due: o ilfotone passa at-
traverso il polarizzatore oppure non passa; questi risultati corrispondono com'era
prevedibile agli autovalori delle matrici autoaggiunte(che sceglieremo convenzional-
mente come 0 e 1 rispettivamente nei casi in cui il fotone passa oppure no attraverso

16Anche a questo sistema sono applicate le probabilit�a oggettive che il fotone attraversi oppure no
l'apparecchio.
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l'apparecchiatura) associate alle osservabili (incompatibili) del sistema considerato;
questeosservabili sono date da (vedi �gura2.7)

� x =
1
2

(� z + 1) � y =
1
2

(� y + 1) � z =
1
2

(� z + 1)

dove � � sono le matrici di Pauli che descrivono le osservabili dellospin 1
2 . Queste

uguaglianze possono essere facilmente veri�cate, assegnando alle osservabili� � i valori
� 1 degli autovalori ed esse associati.
Abbiamo quindi trovato un'analogia con il formalismo matematico del sistema spin1

2

(dove le cifre1; 2; 3 sono state sostituite rispettivamente dax; y; z).

1: 2: 3:

jH i j V i

jH 0i

jV 0i jRi jL i

Figura 2.7: 1: Orientazione del polarizzatore (indicato in grassetto) associata all'osservabile
� z , con i relativi stati di polarizzazione espressi dagli autovettori jH i e jV i . 2:
Una rotazione di 45� del polarizzatore rispetto alla situazione 1: ci riconduce
all'orientazione descritta dall'osservabile� x (incompatibile con � z ); gli autostati
ad essa associati sono indicati in �gura dajH 0i e jV 0i . 3: La situazione descrive
schematicamente la polarizzazione circolare (legata all'osservabile� y , alla quale
si riconducono gli autostati jRi (right ) e jL i (left ).

Come abbiamo fatto per il sistema spin12, iniziamo ad analizzare gli stati che possiamo
associare al sistema polarizzazione relativamente all'osservabile� z.
In questo caso, il fotone pu�o trovarsi in due diversi stati:l'uno, che noteremo17 come
jH i , indica lo stato di polarizzazioneorizzontale; l'altro, notato jV i , �e invece riferito
alla polarizzazioneverticale del fotone stesso. Questo ci permette di concludere che se
il fotone viene preparato18 nello stato jH i esso attraverser�a il polarizzatore, mentre
se il fotone si trova nello statojV i allora esso verr�a assorbito. Naturalmente, gli
stati jH i e jV i altro non sono che gli autovettori della matrice autoaggiunta � z,
associati rispettivamente agli autovalori 1 e 0. Da notare inoltre che i vettori jH i e
jV i descrivono unabase, indicata nella �gura 2.7 dalla situazione 1:.

17Quella che introduciamo in questa sezione �e lanotazione di Dirac, della quale faremo uso in
occasione dell'argomento GHZ.

18A partire dal Postulato della misura ideale si evince che il termine di \preparare" il fotone nello
stato di polarizzazione jai rimanda a far passare il fotone stesso (che si trova ad esempio nello stato
j i ) in un polarizzatore orientato secondo la direzionejai .



2.6. Descrizione quantistica 30

Cosa accade se decidiamo di far compiere alla base formata dagli stati jH i e
jV i una rotazione positivadi angolo � = 45� ?
La situazione �e illustrata nella �gura 2.7 dal caso 2: e rimanda alla direzione a cui si
riferisce la seconda osservabile che considereremo:� x .
Gli stati associati a � x sono descritti dai vettori normalizzati indicati con jH 0i e
jV 0i (\analoghi" agli stati ' � dello spin 1

2). In particolare, notiamo jH 0i lo stato di
polarizzazione ruotato di� = +45 � e jV 0i quello ruotato di � = � 45� .

x

y

t

45�

Figura 2.8: Gli assi di polarizzazionex e y ed una combinazione lineare di essit.

Utilizzando la combinazione lineare

jti = cos� jH i + sin � jV i (2.17)

deducibile dalla �gura 2.8, possiamo esprimere gli stati di polarizzazionejH 0i e jV 0i in
funzione degli stati jH i e jV i come

(
jH 0i = 1p

2

�
jH i + jV i

�

jV 0i = 1p
2

�
jH i � j V i

� : (2.18)

Questa espressione ci permetter�a nel paragrafo successivo di ottenere un risultato
interessante.

2.6.2 Probabilit�a oggettive, misura e incompatibilit�a

In una misura dell'osservabile� z, la probabilit�a di osservare l'autovalore 1 (il fotone
attraversa il polarizzatore) dato il sistema nello statojH i �e

ProbjH i f � z = 1g = jhH jH ij 2 = 1 (2.19)
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mentre la probabilit�a di osservare il valore 0 (il fotone viene assorbito) �e ovviamente
nulla, infatti

ProbjH i f � z = 0g = jhH jVij 2 = 0:

Qualora il sistema si trovasse negli stati

jH 0i =
1

p
2

�
jH i + jV i

�

oppure

jV 0i =
1

p
2

�
jH i � j V i

�
;

la probabilit�a oggettiva che il fotone nello stato jH 0i attraversi il polarizzatore in una
misura dell'osservabile� z (che equivale alla probabilit�a che l'autovalore di� z sia 1) �e
data da

ProbjH 0i f � z = 1g = jhH jH 0ij 2 =
1
2

; (2.20)

equivalente quindi alla probabilit�a, nelle medesime condizioni, che il fotone venga as-
sorbito dal polarizzatore. Anche nel caso in cui lo stato delsistema sia descritto da
jV 0i la probabilit�a vale

ProbjV 0i f � z = 1g = jhH jV 0ij 2 =
1
2

;

anch'essa corrispondente alla probabilit�a che il fotone venga assorbito dal �ltro polar-
izzatore.
I risultati appena ottenuti erano assolutamente attesi, inquanto gli stati jH 0i e jV 0i
altro non sono chestati di superposizionedi jH i e jV i (come indicato da (2.18)),
analogamente agli stati' � dello spin 1

2 che, lo ricordiamo, sono espressi come

' � =
1

p
2

�
 + �  �

�
:

Dall'espressione (2.18) concludiamo inoltre che, viceversa, un fotone che si trovinegli
stati jH i oppure jV i ha una probabilit�a pari a 1

2 di attraversare il �ltro polarizzatore
di asse� 45� , infatti, per esempio,

ProbjH i f � x = 1g = jhH 0jH ij 2 =
1
2

e
ProbjV i f � x = 1g = jhH 0jV ij 2 =

1
2

:

Particolarmente interessanti, all'infuori del semplice calcolo delle probabilit�a oggettive
relativamente al sistema polarizzazione del fotone, sono irisultati ottenuti in ( 2.19)
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e (2.20). Essi mettono chiaramente in evidenza il fenomeno dell'incompatibilit�a tra
osservabili che caratterizzano lo stato in meccanica quantistica.

Annesso: Polarizzazione lineare e piano proiettivo

Quella che segue non �e certamente una descrizione rigorosadelle propriet�a matem-
atiche e geometriche dello spazio proiettivo. Si tratta pi�u che altro di un complemento
alla sezione precedente. Qualche concetto di base e un paio di casi analizzabili ci
permetteranno tuttavia di giungere a conclusioni interessanti circa l'esperienza relativa
alla polarizzazione lineare del fotone.

De�nizione (Relazione di equivalenza) . Sia X un insieme. Una relazione
di equivalenza su X �e una relaziones che per ognia; b; c2 X soddisfa

1. a � a (ri
essivit�a)

2. Sea � b allora b � a (simmetria)

3. Sea � b e b � c allora a � c (transitivit�a)

De�nizione (Insieme quoziente) . Sia X un insieme sul quale �e de�nita una re-
lazione di equivalenza� . La classe di equivalenza di un elementoa 2 X �e de�nita
da

[a] = f b2 X : b � ag; (2.21)

a �e il rappresentantedella classe di equivalenza.
L'insieme delle classi di equivalenza� de�nite sull'insieme X �e chiamato insieme
quoziente

X
�

�
� f [a] : a 2 X g: (2.22)

De�nizione (spazio proiettivo reale) . �E chiamato spazio proiettivo reale di
dimensionen 2 N l'insieme quoziente

RPn = Rn+1 n f 0g
.

(a � �a; � 2 R):

Analizziamo ora due casi, nei qualin = 1 e n = 2.

Caso n = 1:
RP1 = R2 n f (0; 0)g

.
(a � �a; � 2 R):

Possiamo rappresentare gra�camente questo piano proiettivo reale, osservando che il
piano proiettivo de�nisce delledirezioni nel piano xOy.
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x

� a2

a2

y a1

� a1

a3

� a3

Figura 2.9: Rappresentazione di tre direzioni de�nite dai punti a1,a2,a3 nel piano proiettivo
RP1.

Caso n = 2:
RP2 = R3 n f (0; 0; 0)g

.
(a � �a; � 2 R):

In questo caso, quindi, ci troviamo nello spazio. Anche in esso, quindi, lo spazio
proiettivo descriver�a delle direzioni. La situazione �e illustrata in �gura 2.10.

 z

x

y

Figura 2.10: Rappresentazioni di alcune direzioni de�nite nello spazioproiettivo RP2.
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L'aspetto interessante del piano proiettivo risiede nellapossibilit�a applicazione alla
meccanica quantistica e, in particolare, allo studio delsistema polarizzazione del fo-
tone. Infatti, alle direzioni descritte da tale spazio sono riconducibili quelle secondo cui
si orientano i polarizzatori lineari. Grazie alla classe diequivalenza introdotta all'inizio
della sezione, de�nita sugli elementi diRP1 possiamo concludere che i punti che giac-
ciono sulla retta de�nita da una determinata direzione rappresentano lostesso stato
quantistico del sistema, che nel caso considerato �e il sistemapolarizzazione lineare
del fotone.

2.7 Conclusione

In questo capitolo abbiamo applicato i concetti visti nel capitolo 2 a due sistemi parti-
colari, i cosiddetti sistemi \a due livelli". Il motivo di qu este applicazioni era quello di
fornire un esempio relativo al concetto diincompatibilit�a tra osservabili della meccani-
ca quantistica e il concetto di \stato di superposizione". Vi sono inoltre delle evidenti
analogie nel formalismo matematico che caratterizzano lo spin1

2, la polariz-
zazione del fotone, ma anche tutti gli altri sistemi a due livelli appunto. Per questo
motivo il loro studio �e reso particolarmente interessanteed utile in molteplici ambiti
in meccanica quantistica e proprio per tale motivo verr�a ampiamente utilizzato anche
nel seguito di questo lavoro.



Capitolo 3

Sistemi quantistici a due particelle

3.1 Introduzione

Se �no ad ora abbiamo trattato sistemi quantistici costituiti da un'unica particella, in
questo capitolo avremo modo di analizzare non pi�u sistemi semplici, ma sistemi com-
posti, costituiti nel nostro caso da due particelle; il caso a tre opi�u particelle �e una
semplice generalizzazione.
L'analisi di questi sistemi avviene mediante nozioni che non si discostano di molto
da quelle trattate sino ad ora; una modi�ca dovr�a comunque essere apportata
relativamente allo spazio di Hilbert degli stati puri.

3.2 Lo spazio di Hilbert degli stati puri e gli stati
intrecciati

Trattando i sistemi composti non �e pi�u su�ciente considerare un singolo spazio di
Hilbert (caratteristico dei sistemi semplici), ma si rivela indispensabile combinare due
di questi spazi; ci�o �e reso possibile da un'operazione detta prodotto tensoriale1 tra due
spaziH 1 e H 2 indicato da

H = H 1 
 H 2; (3.1)

nel nostro casoH = C2 
 C2.

Per quanto riguarda la rappresentazione deglistati puri di un sistema � = � 1 [ � 2

costituito da due sottosistemi vale un discorso analogo: se 1 e  2 sono gli stati puri
rispettivi dei sottosistemi � 1 e � 2, lo stato puro del sistema � sar�a rappresentato da
un vettore (normalizzato) dello spazio di Hilbert frutto del prodotto tensoriale tra gli

1Non �e nel nostro interesse conoscere con precisione le propriet�a matematiche di questa operazione,
ma unicamente sfruttarne le caratteristiche negli argomenti che trattiamo.
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stati puri dei due sottosistemi stessi, quindi per esempio della forma

	 =  1 
  2: (3.2)

Ci sono tuttavia degli stati (puri) particolari, che non possono essere scritti come (3.2):
sono i cosiddettistati intrecciati o non fattorizzabili, combinazioni lineari di vettori
dello spazioC2 
 C2 della forma

	 = � ( 1 
  2) + � (' 1 
 ' 2) con j� j2 + j� j2 = 1 (3.3)

dove  1; ' 1 2 H 1 e  2; ' 2 2 H 2.

Gli stati intrecciati costituiscono una delle innovazioni concettuali pi�u im-
portanti della meccanica quantistica e presentano propriet�a molto interessanti che
andremo ad analizzare nella prossima sezione.

Applicazione
Sia lo spazio di Hilbert dato daH = C2 
 C2 dotato di una base espressa da

�
 1

+ 
  2
+| {z }

e1

;  1
+ 
  2

�| {z }
e2

;  1
� 
  2

+| {z }
e3

;  1
� 
  2

�| {z }
e4

	
: (3.4)

In H sia 	 lo stato intrecciato di un sistema costituito da due spin 1
2 dato da

	 =
1

p
2

�
 1

+ 
  2
+ +  1

� 
  2
�

�
; (3.5)

che non rappresenta n�e uno stato di conoscenza assoluta perl'osservabile� 3 associato
al primo spin (notato � 3 
 I ), n�e uno stato di conoscenza assoluta per l'osservabile� 3

associato al secondo spin (notatoI 
 � 3). Veri�chiamo ora che, e�ettivamente, uno
stato intrecciato come quello dato da (3.5) non pu�o essere scritto come

	 =  1 
  2:

Scriviamo innanzitutto  � (� = 1; 2) come

 � =
X

i = �

� �
i  �

i

dove � � esprime un qualsiasi coe�ciente complesso.
Sviluppando l'espressione 1 
  2 otteniamo:

 1 
  2 =
X

i = �

� 1
i  

1
i 


X

j = �

� 2
j  

2
j

=
X

i = �

X

j = �

� 1
i � 2

j  
1
i 
  2

j

= � 1
+ � 2

+  1
+ 
  2

+ + � 1
+ � 2

�  1
+ 
  2

�

+ � 1
� � 2

+  1
� 
  2

+ + � 1
� � 2

�  1
� 
  2

� : (3.6)
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Dall'espressione

	 =
1

p
2

�
 1

+ 
  2
+ +  1

� 
  2
�

�
(3.7)

veniamo per�o incontro a dellecontraddizioni circa i coe�cienti � � (� = 1; 2); infatti
dalla (3.7) si deve avere:

� 1
+ � 2

+ =
1

p
2

� 1
+ � 2

� = 0

� 1
� � 2

� =
1

p
2

� 1
� � 2

+ = 0

e ponendo ad esempio� 2
� = 0 otteniamo una contraddizione con� 1

� � 2
� = 1p

2
. Questo

ci porta alla conferma dell'impossibilit�a di scrivere lo stato (3.7) come

	 =  1 
  2:

3.3 Correlazioni quantistiche

Un altro particolare interessante dello stato descritto da(3.7) �e dato dal fatto che esso
ci suggerisce, via le sue componenti

�
 1

+ 
  2
+

�
e ( 1

� 
  2
� ), i possibili risultati di un

esperimento condotto su un sistema composto che si trova nello stato 	, ossia:

� Se lo stato che caratterizza il sistema nello spazio di Hilbert H 1 �e  + , allora con
probabilit�a 1 lo stato del sistema nello spazioH 2 sar�a anch'esso descritto dal
vettore  + ;

� Se lo stato che caratterizza il sistema nello spazio di Hilbert H 1 �e  � , allora con
probabilit�a 1 lo stato del sistema nello spazioH 2 sar�a anch'esso descritto dal
vettore  � .

A questo proposito, i valori� 1 delle osservabili� 3 associate ai due spin vanno consid-
erate dellepropriet�a potenziali correlate .
Tutto questo pu�o essere facilmente confermato dal calcolodelle probabilit�a oggettive2

applicato allo stato

	 =
1

p
2

�
 1

+ 
  2
+ +  1

� 
  2
�

�
:

� La probabilit�a che entrambi valori di spin degli stati puri del sistema nello stato
	 siano +1 (o entrambe � 1) �e

Prob	
�

� 1
3 = +1 ; � 2

3 = +1
	

= k(P + 
 P + )	 k2

= k
1

p
2

 + 
  + k2 =
1
2

k + 
  + k2 =
1
2

:

2Il calcolo delle probabilit�a oggettive nel caso di sistemi composti �e analogo a quello svolto per
i sistemi costituiti da una sola particella, con il solo accorgimento di applicare opportunamente il
prodotto tensoriale.
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� La probabilit�a che il primo spin abbia il valore +1 e il secondo spin il valore � 1
�e data da

Prob	

�
� 1

3 = +1 ; � 2
3 = � 1

	
= k(P + 
 P � )	 k2

= k(P + 
 P � )(  + 
  + ) + ( P + 
 P � )(  � 
  � )k2

= k + 
 0 + 0 
  � k2 = 0

e analogamente per i valori� 1 e +1.

Dai risultati ottenuti possiamo concludere che, nello stato appena analizzato3, non
sono de�nite le propriet�a di ogni singola particella (quindi di ogni singolo sottosistema)
ma �e de�nita una propriet�a della coppia (ossia del sistema globale); in questo caso
sono de�nite le propriet�a secondo cui i due spin sono nella stessa direzione.

Se, dato il sistema nello stato (3.7), durante il processo di misura si osserva il
valore +1 per il primo spin, allora anche la misura del secondo spin condurr�a allo
stesso risultato; non accadr�amai, come risultato delle misure e�ettuate, che il valore
del primo spin sia diverso a quello del secondo.

Quello che matematicamente abbiamo visto essere lo stato intrecciato, a livello
prettamente �sico �e da ricondurre al fenomeno detto dientanglement quantistico .
L'entanglement �e una manifestazione priva di analogo classico ed �e fonte delle maggiori
perplessit�a destate dalla teoria dei quanti (e dal mondo delle particelle da essa
studiate):

due particelle separate tra loro anche da distanze di anni-l uce
possono risultare misteriosamente correlate: qualsiasi c osa accada
ad una delle due produce dei cambiamenti istantanei sull'al tra .4

3.4 Conclusione

Esiste un principio �sico oramai universalmente riconosciuto che sancisce l'impossi-
bilit�a di trasmettere informazioni ad una velocit�a superiore a quella della luce (pari a
circa 3� 108 m=s). Questo aspetto, in opposizione alla neonata concezionedi un univer-
so in cui ogni cosa sembra misteriosamente correlata ad una sua gemella, pose i �sici
dell'epoca in una situazione nella quale molte teorie che �no a quel tempo erano state
formulate circa il mondo che ci circonda - e che sembravano ormai aver assunto una

3Lo stesso argomento vale tuttavia per qualsiasi altro statointrecciato.
4Vi �e da notare che il concetto di causalit�a nel mondo dei quanti risulta essere particolarmente

sottile e complicato.
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validit�a incontestabile - rischiavano inesorabilmente il crollo. Nel caso speci�co del-
l' entanglementquantistico, la situazione paradossale5 che tra il principio sopraccitato
e l'entanglement stesso sembrerebbe instaurarsi port�o Albert Einstein e altri eminenti
scienziati ad essere profondamente insoddisfatti della teoria quantistica. Questa sen-
sazione di incompletezza ed inspiegabilit�a condurr�a in particolare due dei maggiori �sici
dell'epoca, Bohr e lo stesso Einstein, a fronteggiarsi in uno dei dibattiti pi�u importanti
e travolgenti che la storia della �sica abbia mai conosciuto.

5In questo caso occorre prestare particolare attenzione al fatto che s��, una modi�ca nello stato
di una delle particelle porta a modi�cazioni simultanee nello stato della seconda, ma la trasmissione
di informazioni utili all'osservatore per rilevare tali tr asformazioni simultanee non avviene a velocit�a
superiori rispetto a quella della luce!





Capitolo 4

Il dibattito Einstein-Bohr e
l'interpretazione della teoria
quantistica

4.1 Introduzione

L'interpretazione di una teoria �sico-matematica pu�o declinarsi in due modi, svolgendo
due diverse funzioni: anzitutto, essa pu�o avere la funzione di congiungere il formalismo
matematico della teoria ai dati sperimentali, fornendo quindi dei signi�cati empirici
ai termini della teoria. Parliamo in questo senso diinterpretazione empirica della
teoria. Come dati osservativi si possono intendere eventi soggettivi (quali sensazioni o
dati percettivi) oppure fatti riguardanti le entit�a \dire ttamente osservabili".
In secondo luogo, l'interpretazione pu�o connettere lo stesso formalismo alla realt�a
oggettiva, o comunque alla realt�a \senza limiti". Ci�o equivale a fornire il signi�cato
completo dei termini della teoria, cio�e adassegnare alla teoria dei modelli �sici, in
sostanza a dirci \di cosa parla". In questo modo �e possibilecomprendere la teoria,
metterla a confronto con altre teorie e, in de�nitiva, fare di ci�o che altrimenti non �e
che un insieme di simboli matematici una descrizione della realt�a (non solo empirica)
che ci circonda. Nella misura in cui risulti vera, tale descrizione esprimer�a poi
una conoscenza della realt�a. Chiamiamo un'interpretazione che svolge questo ruolo
interpretazione ontologica .

Proporre un'interpretazione ontologica signi�ca speci�care in che modo la teoria
descriva il mondo nel suo complesso, e ci�o pu�o coinvolgerevari tipi di rappresen-
tazione: anzitutto, vi sono i veri e propri modelli �sici (ad esempio, il modello
corpuscolare, quello ondulatorio,. . . ); possono poi esservi concezioni generali di
�loso�a della natura (come ad esempio l'idea che tutto sia retto da un principio
causale, o viceversa, dalla casualit�a; o come la concezione deterministica e l'opposta
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concezione indeterministica della natura). In�ne, un'interpretazione ontologica pu�o
comportare delle ancor pi�u generaliconcezioni meta�siche(come l'ammissione o meno
della possibilit�a dello spirito di agire sulla materia ; il riconoscimento di uno o di molti
universi;. . . ).
A�nch�e il tentativo di o�rire un'interpretazione ontolog ica abbia successo, la de-
scrizione della realt�a proposta deve essereconcettualmente plausibile, coerente e
compatibile con altre teorie o descrizioni accettate, e quindi, per esempio, non
generare paradossi .

I paradossi si presentavano sovente di fronte ai �sici agli inizi dello studio dei
fenomeni atomici. Tale situazione �e descritta dalle seguenti testimonianze, tratte
entrambe da [8]:

\Ricordo le discussioni con Bohr che si prolungavano per molte ore �no a
tarda notte e che ci conducevano quasi a uno stato di disperazione; e quando
al termine della discussione me ne andavo da solo a fare una passeggiata
nel parco vicino, non potevo fare a meno di ripropormi in continuazione il
problema: �e possibile che la natura sia cos�� assurda come ci �e apparsa in
questi esperimenti atomici?"

\Ogni volta che i �sici interrogavano la natura mediante un esperimento
atomico, la natura rispondeva con un paradosso, e quanto pi�u essi cerca-
vano di chiarire la situazione, tanto pi�u acuto diventava il paradosso. Oc-
corse molto tempo prima che i �sici accettassero l'idea che questi paradossi
appartengono alla struttura stessa della �sica atomica e sirendessero con-
to che tali paradossi ricompaiono ogni volta che si tenta di descrivere un
evento atomico nei termini tradizionali della �sica".

Werner Heisenberg

4.2 Il retroscena

Nel 1911 Ernest Rutherford, basandosi su alcuni esperimenti da lui stesso condotti,
riusc�� a sviluppare un modello dell'atomo , in contrasto per�o con le leggi della mec-
canica classica. Fu a questo punto che Niels Bohr entr�o in scena, divenendo ben presto
il pi�u illustre �sico atomico dell'epoca. Nel 1913 Bohr riusc�� a formulare un modello
matematico dell'atomo che costitu�� il primo supporto teorico al lavoro di Rutherford.
La teoria era principalmente basata su due postulati:

1. Un sistema atomico �e stabile solamente in determinati stati, detti stazionari;
ognuno di questi �e associato ad una quantit�a discreta di energia e ogni variazione
della stessa corrisponde ad una transizione completa da unostato ad un altro.
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2. La possibilit�a che un atomo ha di assorbire e/o emettere radiazioni �e determinata
da una legge secondo la quale l'energia emessa tramite una radiazione �e data dalla
di�erenza di energia tra i due stati stazionari.

Alcune prese di posizione del modello semi-classico di Bohrerano per�o molto strana-
mente a�ancate ai principi della �sica classica. Tra le principali \singolarit�a" troviamo
le seguenti:

1. Apparentemente non tutti i punti nello spazio sono accessibili ad un elettrone or-
bitante intorno al nucleo di un atomo di idrogeno. Un elettrone si muove secondo
orbite classiche, ma durante la sua transizione da un'orbita all'altra si trova in
luoghi non de�niti tra le orbite stesse. Quindi, un elettrone potrebbe unicamente
trovarsi nel suo stato detto fondamentale (l'orbita con energia minore) oppure in
uno stato cosiddetto eccitato (come se l'impatto con un'altra particella lo avesse
costretto ad abbandonare il suo stato fondamentale);

2. �E impossibile predire quando e come avrebbe luogo la transizione. Inoltre, non
ci sono cause interne ed esterne che determinano il passaggio inverso;

3. Rutherford osservava che, come pensava Bohr, un postulato secondo cui la fre-
quenza� della luce che un elettrone emette durante la transizione dipende dalla
di�erenza di energie tra gli stati iniziale e �nale, parrebbe che l'elettrone stesso
debba \sapere" in quale livello energetico �nale trovarsi,cos�� da emettere luce
alla giusta frequenza.

Tra il 1913 e il 1925 Niels Bohr, Arnold Sommerfeld1 ed altri erano in grado di di-
mostrare il modello sviluppato dal �sico danese. Un modello, per�o, che mostrava delle
lacune allorquando si tentava di applicarlo a strutture atomiche diverse da quella del-
l'idrogeno. Fu dunque generale il consenso tra i �sici, favorevoli all'idea che il modello
di Bohr dovesse venire sostituito da un modello pi�u generale.
Nel 1925 Heisenberg, a quel tempo assistente di Bohr a Copenhagen, gett�o le basi di
una teoria quantistica \completa". In essa eglisostitu�� le classiche variabili commuta-
tive con altre non commutative. Altre versioni seguirono a questa teoria, ad opera di
�sici quali Erwin Schr•odinger2 e Max Born.

Il Principio di corrispondenza

Il principio metodologico guida nel retroscena del lavoro di Niels Bohr - e pi�u tardi di
Heisenberg - nello sviluppo della teoria atomica �e ilPrincipio di corrispondenza .

1Arnold Sommerfeld (K•onigsberg 5 dicembre 1868 - Monaco 26 aprile 1951). Fisico e
matematico, �e stato uno dei protagonisti dello sviluppo della �sica teorica del XX secolo.

2Erwin Rudol Josef Alexander Schr•odinger (12 agosto 1887 - 4 gennaio 1961) fu un �sico aus-
triaco, famoso per il suo contributo alla meccanica quantistica e, in particolare modo, per l'equazione
che porta il suo nome.
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Bohr si era accorto che, in accordo con il suo lavoro compiutosulle orbite elettroniche
negli atomi di idrogeno, le frequenze delle radiazioni emesse nel momento della tran-
sizione tra stati stazionari coincidono approssimativamente con il risultato ottenuto
applicando leleggi dell'elettrodinamica classica.

Nella ricerca di una teoria della meccanica quantistica div enne per
Bohr un requisito metodologico fondamentale il fatto che qu alsiasi teoria
atomica dovesse predire dei valori prossimi a quelli della � sica classica.

Il Principio di corrispondenza era basato sull'idea che i concetti classici siano
indispensabili per la nostra comprensione della realt�a �sica, ed �e solo quando i
fenomeni classici e quelli quantistici vengono descritti con gli stessi concetti (classici)
che possiamo mettere a confronto esperienze �siche di�erenti.

4.3 I principi della �sica classica

Bohr vedeva la meccanica quantistica qualegeneralizzazione della �sica classica, anche
se quest'ultima ne violava alcuni principi fondamentali; questi principi sono qui di
seguito elencati:

� Il principio di spazio e tempo : i sistemi �sici esistono separatamente nello
spazio e nel tempo in modo tale che essi sono localizzabili e misurabili; i processi
�sici hanno luogo nello spazio e nel tempo.

� Il principio di causalit�a : ogni evento ha una causa.

� Il principio del determinismo : qualsiasi stato successivo di un sistema pu�o
essere univocamente determinato a partire da uno stato iniziale arbitrario del
sistema stesso.

� Il principio di continuit�a : tutti i processi che mostrano una di�erenza tra gli
stati iniziale e �nale sono evoluti attraverso ogni stato intermedio.

� Il principio di conservazione dell'energia : l'energia di un sistema isolato pu�o
essere convertita in varie forme ma non pu�o essere n�e creata n�e distrutta.

Occorre inoltre aggiungere chel'osservazione di un sistema non in
uenza in alcun
modo il suo comportamento negli istanti successivioppure, se l'osservatore dovesse in
qualche modo in
uenzare tale comportamento, sarebbe sempre possibile incorporare
questi e�etti nella predizione dello stato �nale del sistema considerato. Ne consegue
che, in �sica classica, �e sempre possibile operare una netta distinzione tra lo stato dello
strumento di misura usato sul sistema e lo stato del sistema stesso. Questo signi�ca che
la descrizione �sica del sistema �e oggettiva , poich�e la de�nizione di qualsiasi
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stato successivo �e indipendente dalle condizioni impostedal processo di misurazione o
dall'osservazione.

4.4 L'interpretazione empirica della Scuola di
Copenhagen

L'interpretazione di Copenhagen �e stato il primo vero tentativo di comprendere il
mondo degli atomi descritto dalla teoria quantistica; tra le sue principali �nalit�a vi era
quella di giusti�care le violazioni di alcuni principi fondamentali della �sica classica
che dalla teoria quantistica derivavano. Il padre fondatore di tale interpretazione fu
Niels Bohr3, ma con lui altri �sici eminenti quali Werner Heisenberg4 e Max Born5 ne
diedero importati contributi.
In realt�a Bohr ed Heisenberg non riuscirono mai a trovarsi perfettamente d'accordo
circa il formalismo matematico della meccanica quantistica, e nessuno dei due utilizz�o
mai il termine interpretazione di Copenhagenquale concetto uni�catore delle loro idee.
Infatti, a Bohr capit�o pi�u volte di distanziarsi da quella che riteneva essere un'inter-
pretazione puramente soggettiva di Heisenberg. Il termine�e piuttosto stato introdotto
da coloro che intendevano identi�care l'\ideologia" comune dietro alle quinte del-
l'interpretazione di Bohr-Heisenberg, cos�� come emerse nei tardi anni '20 del XX secolo.

La Scuola di Copenhagen era incline arinunciare ad un'interpretazione
ontologica per limitarsi alla sola interpretazione empiri ca .
A tale proposito ed in riferimento alla questione sperimentale Bohr a�erm�o

\Non esiste un mondo quantistico; il compito della �sica non�e scoprire
come �e fatta la natura. La �sica riguarda solo quello che si pu�o dire della
natura". [9]

�E invece di W. Pauli6 la testimonianza

\Non ci si dovrebbe tormentare[. . . ] con il problema se qualcosa di cui
non si pu�o sapere nulla esista"[. . . ]. La scuola di Copenhagen non sostiene
che \quel che non si pu�o osservare non esiste", ma che \quel che si osserva

3Niels Henrik David Bohr (Copenhagen, 7 ottobre 1885 - 18 novembre 1962) fu un �sico danese
che diede contributi essenziali nella comprensione della struttura atomica e nella meccanica quantistica.
Fu l'eterno rivale di Albert Einstein a proposito dell'inte rpretazione della teoria quantistica stessa.

4Werner Heisenberg (W•urzburg 1901 - Monaco 1976), �sico tedesco. Fu uno dei pi�u grandi �sici
teorici e forn�� il suo contributo pi�u rilevante alla teori a della struttura atomica, al �anco di Bohr.

5Max Born (11 dicembre 1882 - 5 gennaio 1970) fu un �sico e matematico tedesco. Contribu�� allo
sviluppo della meccanica quantistica, in particolare relativamente all'Equazione di Schr•odinger.

6Wolfgang Ernst Pauli (Vienna, 25 aprile 1900 - Zurigo, 15 dicembre 1958).�E stato un �sico
Premio Nobel austriaco, fra i padri fondatori della meccanica quantistica.
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certamente esiste, e su quel che non si osserva siamo liberi di fare opportune
assunzioni. Usiamo tale libert�a per evitare paradossi".[9]

Complementarit�a

Nel 1925, Bohr e Heisenberg diedero avvio alla loro battaglia comune, �nalizzata ad
individuare una coerenteinterpretazione del formalismo matematicodella teoria dei
quanti. Essi seguirono tuttavia approcci di�erenti: mentre Heisenberg guardava al
formalismo e sviluppava il suo famoso Principio di indeterminazione7, Bohr prese ad
analizzare situazioni sperimentali concrete8.
Nel 1927, a Como, Bohr present�o per la prima volta le sue idee, in accordo con le quali
la rappresentazione ondulatoria e quellacorpuscolare risultano essere comple-
mentari. In quell'occasione egli, prendendo spunto dalle novit�a introdotte dal Principio
di indeterminazione, elev�o al rango di Principio Universale la mutua esclusione delle
propriet�a (osservabili) manifestate dalla materia nei processi di misura, assegnando pro-
prio il termine \ complementarit�a " al dualismo manifestato dalla materia nei processi
di misura stessi.

Prima della misura le propriet�a della materia devono esser e
sempre \sovrapposte"; nel corso della misurazione sar�a po ssi-
bile misurare la posizione o la velocit�a, l'aspetto ondulatorio o
l'aspetto corpuscolare di una particella, mai entrambe le c ose
contemporaneamente: esse sono complementari .

Facciamo un esempio:
consideriamo l'ormai nota esperienza di Stern-Gerlach. Prima del compimento della
misura  �e una sovrapposizione di� 1 e � 3 (ad esempio); con il successivo atto di
misura una e solo una delle due possibilit�a si attualizza, in quanto � 1 e � 3 sono
osservabili incompatibili, [� 1; � 3] 6= 0. L'attualizzazione delle potenzialit�a �e una delle
caratteristiche della meccanica quantistica, come gi�a a�ermato nella sezione dedicata
alle probabilit�a oggettive.

In altre parole, per ricondurci al discorso che stavamo facendo, Bohr propone
un'interpretazione che conservi contemporaneamente le idee di onda e di corpuscolo,
assumendo tuttavia che tali entit�a rappresentano due aspetti della realt�a �sica che si
completano escludendosi, in quanto nell'esperienza ciascuno di questi due aspetti si
manifesta esclusivamente a spese dell'altro. Secondo Bohrnon esistono - come altri

7Il Principio di Indeterminazione sancisce l'impossibilit�a di determinare con precisione in�nita
simultaneamente sia la velocit�a sia la posizione di una particella, indipendentemente dall'accuratezza
delle misure.

8In particolare, l'esperimento sul quale si basava il lavorodi Bohr era quello relativo all' interferenza
da doppia fenditura.
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�sici tra i quali Einstein e de Broglie9 sostenevano - onde e corpuscoli, bens�� onde
o corpuscoli, dato che questi due aspetti sono entrambi indispensabili per spiegare i
fenomeni, ma non possono essere combinati nella medesima situazione sperimentale.

4.5 Il Congresso di Solvay

Figura 4.1: I partecipanti al Congresso di Solvay tenutosi a Bruxelles nel 1927. Il quinto
da destra in prima �la �e Albert Einstein, mentre il primo a de stra in seconda
�la �e Niels Bohr. Furono questi i protagonisti di uno dei dib attiti scienti�ci pi�u
importanti della storia.

L'idea di organizzare dei convegni scienti�ci fu dell'industriale belga Ernest Solvay.
Introdotti nel 1910, questi sviluppavano i temi di maggior interesse in campo scienti�co
e di maggiore attualit�a, quelli che suscitavano maggior scalpore e che destavano le
maggiori controversie concettuali. Ad essi erano naturalmente invitate tutte le pi�u
celebri menti dell'epoca (vedi �gura4.1).
�E nel nostro interesse, in questo caso, so�ermarci sul Congresso di Solvay che si tenne
a Bruxelles nel 1927, da considerarsi come l'origine della teoria quantistica e al
quale parteciparono tutti i \padri fondatori" della stessa: Albert Einstein, Niels Bohr,

9Il duca Louis Victor Pierre de Broglie (Dieppe, 15 agosto 1892 - Louveciennes, 19 marzo 1987)
�e stato un matematico, �sico Premio Nobel francese e accademico di Francia. Gett�o le basi della
meccanica ondulatoria (integrata nella vecchia teoria quantistica, poi sviluppatasi nella meccanica
quantistica).
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Louis de Broglie, Erwin Schr•odinger, Paul Dirac10, Max Planck11, Werner Heisenberg
e altri ancora.
Al congresso di Solvay del 1927 si giunse al culmine di quelloche da tempo era stato
un amichevoledibattito tra Einstein e Bohr e la cui posta in gioco era la corretta
interpretazione della nascente meccanica quantistica, nonch�e la verit�a sulla natura.
Qui di seguito vengono riportate due testimonianze di W. Heisenberg e O. Stern tratte
da [4].

\Le discussioni si focalizzarono subito sul duello tra Einstein e Bohr sulla
questione �no a che punto fosse lecito considerare la �sica atomica, nella
forma di allora, come la soluzione de�nitiva delle di�colt�a che erano state
a�rontate da decine d'anni " [. . . ].

Werner Heisenberg

\Einstein scendeva a fare colazione ed esprimeva tutti i suoi dubbi sulla
teoria dei quanti. Ogni volta escogitava un bellissimo esperimento mentale
dal quale si sarebbe dovuto concludere che la teoria non funzionava. Pauli
e Heisenberg, che erano presenti, non reagivano bene a queste uscite, \ach
was, das stimmt schon, das stimmt schon" (\macch�e, va tuttobene, va
tutto bene"). Ma Bohr, viceversa, ri
etteva con attenzione al problema
e la sera, a cena, quando eravamo tutti assieme, chiariva la questione in
dettaglio".

Otto Stern

Ancora tre anni dopo, nel successivo Congresso di Solvay cheebbe luogo nel 1930,
malgrado l'argomento dell'incontro fosse il magnetismo, ipartecipanti continuarono i
loro dibattiti relativi alla teoria dei quanti.
Einstein inventava esperimenti mentali diabolicamente ingegnosi volti a mettere in
scacco una teoria i cui fondamenti gli davano molto fastidio, mentre Bohr parava i
colpi cercando di individuare la falla nel ragionamento dell'avversario.
Il malcontento di Einstein derivava soprattutto dal fatto che egli non riusciva ad ac-
cettare che una teoria che si proponeva di spiegare le leggi della natura contemplasse
le probabilit�a all'interno dei suoi fondamenti. Ad Einstein stavano inoltre a cuore altre
nozioni, da lui (come da chiunque) considerate pi�u \intuitive", quali le idee di realt�a
e di localit�a , basilari, come vedremo, nella formulazione dell'argomento EPR.[4]

10Paul Adrien Maurice Dirac (8 agosto 1902 - 20 ottobre 1984) �sico teorico, annoverato tra i
fondatori della �sica quantistica.

11Max Karl Ernst Ludwig Planck (23 aprile 1858 - 4 ottobre 1947) �e stato un �sico tedesco,
fondatore della teoria dei quanti.
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4.6 Conclusione

Una domanda che ci si pu�o porre, la cui risposta ci permette di comprendere le di�er-
enti concezioni riguardo alla nascente teoria quantisticasviluppate dalle due opposte
correnti di pensiero (con a capo Niels Bohr da un parte e Albert Einstein dall'altra),
potrebbe essere la seguente: Che cosa si pu�o dire della \propriet�a oggettiva" di un
sistema quantistico che non si trovi in un autostato dell'osservabile corrispondente a
quella stessa propriet�a? Ad esempio, che cosa si pu�o dire dell'osservabile� 1 dello spin
di un elettrone che sia in un autostato di� 2 (e quindi non di � 1 stessa, poich�e i cor-
rispondenti operatori non commutano: [� 1; � 2] 6= 0)? La \ragionevole" risposta data
da Einstein, in conformit�a alla sua prospettiva concettuale chiamatarealismo locale, �e
la seguente: \quella propriet�a oggettiva esiste perch�e �e una caratteristica costante del
sistema e preesistente la misurazione. Tuttavia quest'ultima potrebbe eventualmente
essere disturbata e quindi non dare un risultato univocamente determinabile".
La risposta conforme alla Scuola di Copenhagen �e ben diversa, allo stesso tempo
drastica e sorprendente: \quella domanda �e assolutamentepriva di senso, e quindi non
pu�o e non deve essere proposta. La ragione �e che la propriet�a oggettiva del sistema,
ossia l'osservabile� 1 dello spin in un autostato di � 2, semplicemente non esiste".

Alla luce di quanto detto e di quanto �e emerso in questo capitolo, si manifes-
tano chiaramente le di�colt�a e le controversie che a�iggevano i �sici dell'epoca,
impegnati in una lotta il cui risultato ultimo sarebbe stata la verit�a sul mondo �sico
dei fenomeni microscopici.
Come detto, su un fronte si schieravano coloro che sostenevano l'aleatoriet�a della
meccanica quantistica quale aspetto non limitativo della stessa, sull'altro vi erano
coloro che asserivano l'opposto, forse perch�e profondamente legati ad una visione
maggiormente intuitiva dei fenomeni �sici, e fautori di un'argomentazione avente
lo scopo di uni�care tali interpretazioni sotto un unico tetto. . . quello di una decisa
volont�a di riforma della teoria quantistica, fonte di grandi insoddisfazioni e paradossi.





Capitolo 5

L'argomento Einstein, Podolsky,
Rosen (EPR)

5.1 Introduzione

\Ci�o che non mi soddisfa in questa teoria, in linea di principio, �e il suo
atteggiamento verso ci�o che mi sembra essere lo scopo programmatico della
�sica stessa: la descrizione completa di ogni situazione reale (individuale)
che si suppone possa esistere indipendentemente da ogni atto di osservazione
o di veri�ca" .

Albert Einstein

Non appena la teoria de quanti venne concretamente esposta,Albert Einstein non
tard�o ad esporre le sue critiche nei confronti della stessae di ri�utare quindi il fatto
che costituisse la pi�u esatta descrizione allora disponibile circa i fenomeni della Natura.
Le critiche di Einstein derivavano soprattutto dal fatto che la teoria quantistica non
�e deterministica, bens�� caratterizzata da una strutturaprobabilistica. A sottolineare il
suo malcontento �e la sua celebre a�ermazione\Dio non gioca a dadi".

Nel 1933 Einstein si trovava a Princeton per ricoprire la suanuova carica al-
l'\Institute for Advanced Study" ed in quell'occasione conobbe Nathan Rosen1 - allora
suo assistente - e Boris Podolsky2, un �sico dell'istituto.
Furono questi i protagonisti dell'ultimo attacco sferrato da Albert Einstein alla
meccanica quantistica, con la pubblicazione, nel 1935, dell'articolo intitolato

La descrizione quantistica della realt�a pu�o essere consi derata
completa?

1Nathan Rosen (22 marzo 1909 - 18 dicembre 1995) fu un �sico israeliano.
2Boris Podolsky (1896-1966)

51
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(Can Quantum-Mechanical Description of Physical Reality BeConsidered
Complete? [11])

oggi meglio noto come Articolo EPR. L'articolo trattava di un esperimento ideale 3

nel quale gli autori sfruttarono il concetto dientanglementper mettere in dubbio
la completezza della teoria quantistica .

Gli echi di tale presa di posizione, com'�e ovvio, risuonarono in tutta la comunit�a
scienti�ca; �e di Wolfgang Pauli4 l'a�ermazione [4]

\Einstein si �e nuovamente sfogato pubblicamente contro lameccanica quan-
tistica [. . . ]. Come �e noto, ogni volta che lui fa una cosa del genere succede
una catastrofe".

In particolare, fu di Niels Bohr e della Scuola di Copenhagenil compito di chiarire tale
situazione e cancellare (o almeno tentare di cancellare) loscetticismo del pi�u illustre
�sico del XX secolo.
Ma per una confutazione \scienti�ca" delle tesi EPR bisogner�a invece attendere �no al
1966 con gli argomenti di J. Bell veri�cati sperimentalmente nel 1982 da A. Aspect5.

5.2 Le premesse secondo EPR

Nel tentativo di dimostrare l'incompletezza della meccanica quantistica, EPR stabilisce
due premesse fondamentali6, una delle quali stabilisce le condizioni per le quali una
teoria �sica pu�o essere considerata completa.
Secondo EPR, una descrizionecompleta del sistema �sico preso in esame deve
incorporare tutti gli elementi della realt�a �sica che sono associati al sistema stesso.

�E ora necessario speci�care in che cosa consista un \elemento della realt�a �si-
ca"; EPR non si esprime chiaramente a proposito, ma formula il principio noto
come

3L'esperimento ideale, oGedankenexperiment, �e un esperimento che non si intende realizzare prati-
camente, ma viene solo immaginato, e i cui risultati non vengono quindi misurati, ma calcolati
teoricamente in base alle leggi della �sica.

4Fisico austriaco; tra le sue contribuzioni alla teoria quantistica importante fu l'introduzione della
nozione di momento angolare intrinsecoo spin.

5Alain Aspect �e direttore di Ricerca al CNRS (Centro Nazionale francese per la Ricerca Scien-
ti�ca) e professore all'Istituto Politecnico, Membro dell 'Accademia delle Scienze e Medaglia d'Oro del
CNRS nel 2005 per le sue ricerche nel settore dell'ottica quantistica e della �sica atomica.

6Ci avvaleremo di alcuni postulati formulati da EPR per dedurre in maniera logicamente
ineccepibile una serie di conseguenze incompatibili con lepredizioni della meccanica quantistica.
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Principio di realt�a
Se si �e in grado di predire con certezza (cio�e con probabilit�a uguale a uno) il valore
di una grandezza �sica senza perturbare in alcun modo il sistema, allora esiste un
elemento della realt�a �sica corrispondente a questa grandezza �sica.

L'elemento di realt�a concretizzato nell'argomento EPR assume le seguenti
caratteristiche [19]:

1. �E pensato esistente anche nel caso in cui non si compia concretamente un atto di
misura;

2. �E considerato lacausadel risultato (esattamente predetto) della misura, qualora
essa venga concretamente e�ettuata;

3. �E associato all'oggettomisurato e non all'apparato di misurazione.

Si consideri ad esempio il sistema spin nello stato tale che sia soddisfatta l'uguaglianza

� 3 = s3 (s3 = � 1): (5.1)

Allora possiamo a�ermare che esiste unelemento di realt�a �sica corrispondente alla
quantit�a �sica � 3, infatti

Prob f � 3 = � 1g = 1 (5.2)

e il valore di � 3 pu�o dunque essere predetto con certezza senza dover intervenire in
alcun modo sul sistema: il valore dell'osservabile� 3 preesiste alla misura.

Non vale lo stesso nel caso in cui si consideri l'osservabile� 1. Infatti

Prob f � 1 = � 1g =
1
2

(5.3)

e non �e quindi possibile determinare con probabilit�a 1 il valore di � 1, a meno di
ricorrere ad un processo di misurazione, che modi�cherebbeper�o in maniera non
deterministica il sistema.
In conclusione, alla quantit�a �sica � 1 non possiamo associare un elemento della realt�a
�sica, se lo stato �e descritto da .

Un secondo principio che �e utile introdurre �e il cosiddetto

Principio di localit�a ( o Principio delle cause locali)
Dati due sistemi �sici e supposto che durante un certo intervallo di tempo essi
rimanganoisolati tra loro7, allora l'evoluzione temporale delle propriet�a �siche diuno

7Per essere precisi, si considerano sistemi separati da una distanza � l > c � t, quindi da un intervallo
(nel senso relativistico) di tipo tempo.
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di essi durante questo intervallo non pu�o essere in
uenzata da operazioni eseguite
sull'altro sistema.

Il punto di vista di Einstein �e dunque chiaramente che l'azione a distanza non
esiste; \se ogni evento potesse in
uenzare ogni altro evento istantaneamente, non si
potrebbe osservare alcuna regolarit�a n�e stabilire alcuna legge" [19]. Egli a�ermava
[14]:

\Un aspetto essenziale delle cose della �sica �e che a un certo momento esse
possono a�ermare la loro esistenza indipendente le une dalle altre, purch�e
situate in parti diverse dello spazio. Se non si fa questo tipo di ipotesi circa
l'indipendente esistenza degli oggetti che sono lontani l'uno dall'altro nello
spazio il pensiero �sico nel senso familiare diventa impossibile [. . . ]" .

Alla luce delle osservazioni precedenti, EPR espone duealternative :

a) La descrizione quantistica della realt�a data dallo stato 	 non �e completa;
oppure

b) Quando le matrici associate a due quantit�a �siche non commutano, esse non
possono avere simultaneamente un elemento di realt�a �sicaper il sistema nello

stato 	.

Le a�ermazioni appena riportate si escludono a vicenda, in quanto \rappresentano"
due concezioni opposteriguardo a determinati aspetti della meccanica quantistica.
L'alternativa a) sintetizza infatti il pensiero di Einstein riguardo alla teoria, un
pensiero volto a dimostrare l'incompletezza della stessa.L'alternativa b), al contrario,
rappresenta ci�o che la meccanica quantistica stessa a�erma, una teoria che si ritiene
essere completa e secondo la quale lo stato 	 non necessit�a quindi di completamenti
deterministici. Proprio perch�e la visione di Einstein erain netta contrapposizione
rispetto a quella prettamente quantistica, ebbene le due a�ermazioni appena riportate
sono da riteneremutualmente esclusive.

Lo stato di riferimento nell'argomento di Einstein, Podolsky e Rosen �e uno
stato intrecciato che pu�o venire espresso come
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(5.4)

dove  � sono gli autostati dell'osservabile� 3. Esso caratterizza unacoppia di spin
indicati in ( 5.4) da A e B .

Gli autostati  � di � 3 possono anche venire scritti quali stati di superposizionedegli
autostati ' � di � 1, ovvero
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(' + � ' � ): (5.5)
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Queste espressioni ci permettono di scrivere lo stato intrecciato 	 in funzione degli
autostati ' � di � 1, ossia
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Quest'ultimo stato ci permetter�a di analizzare l'osservabile � 1 nel contesto della tesi
EPR, in relazione ai criteri di realt�a e di localit�a visti i n precedenza.

5.3 La tesi di EPR

Qui di seguito esplicitiamo la contraddizione riguardantele ipotesia) e b), sviluppando
passo per passo l'argomentazione a cui EPR fece capo per giungere all'ormai nota
conclusione.8 Per fare ci�o saremo chiamati averi�care la possibilit�a, dato il sistema
nello stato 	 , di predire con probabilit�a 1 il valore di due quantit�a �siche (osservabili)
incompatibili.
Vedremo quindi che �e possibile costruire uno stato 	 per il quale, con l'ipotesi delle
cause locali, l'alternativa b) risulta falsa e quindi a) vera. Siamo quindi portati a
concludere che, ammessa la veridicit�a delle ipotesi,lo stato 	 non fornisce una
descrizione completa della realt�a .

5.3.1 Misure in uno stato entangled

Ammettiamo l'esistenza di una sorgente che emetta coppie diparticelle, una delle
quali venga inviata verso una destinazioneA, dove si trova un'osservatrice di nome
Alice, e l'altra inviata in direzione di una postazioneB, occupata dall'osservatore Bob.
Ammettiamo inoltre che le coppie di particelle si trovino nello stato intrecciato dato
da
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ovvero lo stato (5.4).
La situazione �e illustrata schematicamente nella �gura seguente.
Alice procede quindi con le misurazioni sull'osservabile� A

3 . I risultati che pu�o ottenere
sono� 1; supponiamo che Alice il risultato +1.
Secondo la meccanica quantistica, lo stato del sistema dopola misurazione e�ettuata

8Ci serviremo in questo caso del sistema spin12 ; tale versione dell'argomento EPR �e nota come
\versione di Bohm" dell'argomento stesso.
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Figura 5.1: L'esperimento mentale ideato da Einstein, Podolsky e Rosen. Una sorgenteS al
centro emette particelle correlate, le cui osservabili deirispettivi spin vengono
misurate da Alice e Bob.

da Alice �e dato da
	 �! 	 0 =  A

+ 
  B
�

ed in questo nuovo stato, qualora Bob misurasse l'osservabile � B
3 egli otterrebbe il

risultato � 1 con probabilit�a 1. Nel caso opposto, se Alice ottenesse ilvalore � 1 quale
risultato delle misure e�ettuate sull'osservabile� A

3 , l'unico risultato ottenibile da Bob
sarebbe +1.

Come gi�a detto, in meccanica quantistica le osservabili� 1 e � 3 sono incompati-
bili tra loro: uno stato quantistico non pu�o quindi prevedere valori ben determinati
per entrambe le osservabili contemporaneamente.
In questo contesto, si consideri il caso in cui inA si misura l'osservabile� A

3 ottenendo
il risultato +1, in modo che il nuovo stato del sistema in seguito ai processi di
misurazione di Alice sia, come nel caso precedente,

	 �! 	 0 =  A
+ 
  B

� :

Se, a questo punto, Bob decidesse di misurare l'osservabile� B
1 invece di � B

3 , ebbene
il risultato da lui ottenuto non sarebbe a priori prevedibile come lo era stato nel
caso riportato in precedenza: con probabilit�a1

2 egli otterrebbe il valore +1 e con la
medesima probabilit�a il valore opposto.

Poich�e lo stato 	 pu�o essere espresso nella forma (5.6), il discorso appena fatto per
quanto riguarda lo stato (5.4) non subisce variazioni particolari. Se Alice procede con
le misure sull'osservabile� A

1 ottenendo il valore +1, allora il risultato � 1 della misura
e�ettuata da Bob sulla medesima osservabile� B

1 pu�o essere predetto con probabilit�a
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1, analogamente al caso in cui consideravamo lo stato intrecciato (5.4). In particolare
lo stato, in seguito alle misure e�ettuate da Alice �e dato da

	 �! 	 0 = ' A
+ 
 ' B

�

da cui si evince appunto quanto appena detto.
Al contrario, qualora Alice decidesse di misurare l'osservabile � A

1 , ottenendo quale
valore� 1, allora il risultato +1 a seguito delle misure e�ettuate daBob sulla medesima
osservabile sarebbe noto con probabilit�a 1.

Naturalmente, nel caso in cui ad essere misurati fossero dueosservabili diverse
(incompatibili), ad esempio � A

1 e � B
3 , il ragionamento appena sviluppato cadrebbe,

lasciando spazio ad un discorso statistico basato sulleprobabilit�a oggettive (= 1
2) di

osservare i diversi risultati possibili.

5.3.2 Realismo e completezza

In questo caso, oltre alle misure sullo stato entangled ed i relativi risultati ottenibili,
considereremo il principio di realt�a cos�� come formulatoda EPR unitamente al princi-
pio delle cause locali, da cui trarre delle conclusioni importanti circa la completezza o
meno della meccanica quantistica.

Supponiamo che Alice decida di compiere una misura sull'osservabile � A
3 nello

stato 	. A seguito della misura, il valore di � B
3 �e univocamente noto epreesistealla

misura di Bob: esso �e quindi unelemento di realt�a �sica . Un ragionamento
analogo �e valido qualora Alice e Bob decidessero di misurare entrambi l'osservabile� 1.
A seguito della misura il valore di� B

1 �e univocamente noto e preesiste alla misura
e�ettuata da Bob: esso �e quindi un elemento di realt�a �sica .

Con quanto detto arriviamo alla conclusione che, dato lo stato 	, le quantit�a
�siche � B

1 e � B
3 ammettono simultaneamente un elemento di realt�a �sica, bench�e esse

siano incompatibili tra loro (� 1� 3 6= � 3� 1). Per il sistema nello stato 	, l'alternativa b)
risulta quindi esserefalsa. Possiamo in�ne a�ermare chea) non pu�o essere falsa e che
dunque lo stato quantistico descritto da 	 non ci fornisce una descrizione
completa della realt�a .

Osservazione : il quadro che emerge applicando le regole della �sica quantisti-
ca mette quindi in evidenza il ruolo esclusivo di colui che \osserva" per la de�nizione
della realt�a. Secondo il �sico tedesco Werner Heisenberg (padre del Principio di
indeterminazione) prima di qualsiasi osservazione, primadi un qualsiasi esperimento
volto a determinare le caratteristiche �siche (velocit�a, posizione, spin lungo l'assez,
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ecc.) di una particella, questa \vive" soltanto in una dimensione potenziale.�E l'atto
di osservareche \costringe" la particella a passare dallo stato potenziale allo \stato
reale", a mostrarsi al mondo come ente che ha velocit�a, posizione, spin lungo l'assez.

5.4 Conclusione

L'argomento appena esposto dimostra chiaramente come, assumendo due princ��pi (di
realt�a e localit�a), il formalismo quantistico ci induca ad escludere la possibilit�a che
esso descriva la realt�a �sica nella sua completezza.

Due, come abbiamo accennato in precedenza, sono le principali correnti di pen-
siero sviluppatesi di fronte al quadro teorico della meccanica quantistica: una faceva
capo alla Scuola di Copenhagen, mentre la seconda sostenevache una teoria, oltre che
fornire previsioni sul comportamento dei sistemi �sici (aspetto sul quale si basava la
Scuola di Copenhagen appunto), deve essere in grado di fornire un'immagine di ci�o
che realmente accade (realismo). I sostenitori di quest'ultima corrente di pensiero
guardavano dunque all'indeterminismo quantistico come adun segnale inequivocabile
dell'incompletezza della teoria quantistica.
La corrente di pensiero alla quale Einstein faceva capo, sostenitrice dell'incompletezza
della teoria quantistica, tentava di risolvere tale paradosso assumendo l'esistenza di una
teoria della Natura rispetto alla quale la meccanica quantistica giochi il ruolo di \ap-
prossimazione statistica". A dispetto di quest'ultima, lateoria completa introdurrebbe
determinati parametri nella descrizione dello stato, in grado di cancellare una volta
per tutte l'indeterminismo quantistico: erano le cosiddette variabili nascoste . Da
un lato l'inconoscibilit�a di queste variabili avrebbe garantito la casualit�a caratteristica
del mondo delle particelle, mentre da un altro avrebbe reso possibile associare a tale
\micro-cosmo" una struttura deterministica. Un ulteriore elemento a favore di tali
variabili, sarebbe stato che esse ci avrebbero permesso di descrivere in manieracausale
la teoria quantistica, considerata qualeinsieme di fenomeni quantistici puramente
acausali9.

Il ragionamento esposto da EPR all'interno dell'argomentovisto in precedenza
non sembra so�rire di alcun problema logico e, se dei problemi sussistono, essi non
possono che riguardare leipotesi di partenza.
Ad Einstein ed ai suoi collaboratori i princ��pi di localit�a e realt�a apparivano asso-
lutamente fondati e, pertanto, non discutibili. Tuttavia, alla luce delle conoscenza
acquisite negli anni successivi al 1935, quegli stessi princ��pi non appaiono pi�u cos��
fondati come potrebbe sembrare. . .

9Si prenda quale esempio il fatto che atti di misura e�ettuati su sistemi quantistici in uno stesso
stato possono condurre a risultati di�erenti (
uttuazioni ).



Capitolo 6

Il Teorema di Bell

6.1 Introduzione

\Nonostante il tradizionale ripudio da parte dei �sici dell'idea di interazione
non localizzata, nonostante il fatto che tutte le forze notesono incontestabil-
mente localizzate, nonostante l'esclusione einsteinianadelle connessioni su-
perluminari [. . . ] Bell sostiene che il mondo �e pien d'innumerevoli in
uenze
non localizzate".[15]

Herbert Kroemer

Nel 1964 John S. Bell1, allora impiegato al CERN (Organizzazione Europea per la
Ricerca Nucleare), pubblic�o un articolo nella rivistaPhysics che avrebbe rivoluzion-
ato lo studio della meccanica quantistica e la sua interpretazione. Esso mostrava
(sotto determinate condizioni, presentate in lavori successivi di Bell e di alcuni suoi
\seguaci"2) che nessunateoria �sica locale pu�o essere compatibile con le implicazioni
statistiche della meccanica quantistica.
Molteplici sono state le versioni ispiratesi all'articoloscritto da John Bell nel 1964;
tutte quante sono incorporate in quella che pu�o essere considerata una grande famiglia
alla quale �e stata data la denominazione diTeorema di Bell . Quella che tratteremo
in questo lavoro �e la variante nota come CHSH (Clauser, Horne, Shimony, Holt),
sviluppata e successivamente pubblicata nel 1969. Essa si rivela essere particolarmente
adatta alla veri�ca sperimentale e si applica a tutti i sistemi �sici con variabili dico-
tomiche3; inoltre, come le altre, anche la variante CHSH �e �nalizzata ad operare una
netta distinzione tra meccanica quantistica e teoria locale dell e variabili
nascoste .

1John Stewart Bell (28 giugno 1928 - 1 ottobre 1990), �sico noto per il teorema che porta il suo
nome, considerato peraltro come uno dei pi�u importanti teoremi del XX secolo.

2Clauser, Horne, Shimony, Holt 1969; Clauser, Horne 1974; Mermin 1986; Aspect 1982.
3Una variabile �e detta dicotomica se ammette solo due valoripossibili.
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Come abbiamo gi�a detto (ma �e un aspetto importante da sottolineare), uno
degli elementi che promossero la formulazione ed il successivo sviluppo del Teorema
di Bell riguarda la congettura secondo la quale lo stato quantistico di un sistema
qualunque necessita un completamento, fornito da quelle che vennero allora chiamate
variabili nascoste (o \stati completi", oppure ancora \elementi di realt�a"). Tale
completamento avrebbe permesso di descrivere univocamente il sistema �sico consid-
erato.

J.S. Bell ha formulato l'idea delle variabili nascoste matematicamente, ed ha
dimostrato che,

indipendentemente dalla natura delle variabili nascoste, una
teoria locale delle variabili nascoste non pu�o riprodurre
completamente le predizioni della meccanica quantistica .

Se la meccanica quantistica �e valida (e gli esperimenti �sici non sono stati �nora in grado
di a�ermare il contrario), le misurazioni eseguite su due particelle entangled saranno
sempre correlate, indipendentemente dalla distanza che le separa. Esse conserveranno
quindi un'\a�nit�a" permanente che sembra in qualche modo t rascendere le limitazioni
�siche4. Il teorema di Bell esclude inoltre che la causa di tali correlazioni abbia origine
locale nella sorgente di particelle entangled.
Da ultimo, �e importante osservare che il teorema di Bell non�e speci�catamente riferito
alla meccanica quantistica, ma bens�� relativo ad una teoria locale nel senso espresso
da EPR, ovvero una teoria che soddis� il Principio delle cause locali (o Principio di
localit�a).

6.2 Variabili nascoste

Come gi�a accennato, la necessit�a per alcuni �sici di un completamento determinis-
tico della teoria quantistica port�o all'a�ermarsi dell'i dea che esistesse una teoria pi�u
completa la quale, a dispetto della meccanica quantistica,comprendesse le variabili
(cosiddette \nascoste") che tengono conto di tutti gli \elementi �sici di realt�a".
Certo �e, che l'idea della variabili nascoste �e tutt'altro che banale, e la s�da ad esse
legata molto seria. Per illustrare questa idea, si pu�o formulare una teoria delle variabili
nascoste molto semplice per l'esperimento ideale di EPR analizzato poc'anzi.
Supponiamo che gli stati quantistici intrecciati di spin emessi dalla sorgente siano in
realt�a descrizioni approssimate dei \veri" stati �sici che possiedono valori de�niti per

4Va precisato che la simultaneit�a degli eventi che caratterizzano due particelle entangled non sono in
disaccordo con il principio relativistico secondo cui l'informazione non pu�o viaggiare pi�u velocemente
della luce.



61 Capitolo 6. Il Teorema di Bell

le osservabili� 1 e � 3. In questi stati \veri", la particella che si dirige verso l'osservatore
Bob ha sempre valori di spin correlati rispetto alla particella che va nel verso oppos-
to, ossia verso Alice. Ad esempio, la prima coppia emessa dalla sorgente pu�o essere
(� 1 = � 1; � 3 = +1) verso Alice e (� 1 = +1 ; � 3 = � 1) verso Bob, la coppia succes-
siva (� 1 = � 1; � 3 = � 1) verso Alice e (� 1 = +1 ; � 3 = +1) verso Bob e cos�� via per
tutte le altre combinazioni possibili. Pertanto, se l'assedella misura di Bob �e allineato
con quello di Alice, egli otterr�a un valore (nel caso appenariportato l'opposto) uni-
vocamente conosciuto, a patto naturalmente di essere a conoscenza dei valori ottenuti
dall'osservatore Alice; univoche saranno quindi le probabilit�a oggettive di ottenere i
valori � 1 misurando le osservabili� 1 e � 3 (in questo caso).
Da quanto appena detto possiamo trarre la conclusione che, ipotizzando di restringere
le misure solo all'osservabile� 3 (�e una semplice ipotesi, non vincolante), tale teoria delle
variabili nascoste �esperimentalmente indistinguibiledalla teoria della meccanica quan-
tistica. In realt�a, ovviamente, c'�e un' in�nit�a di assi lungo i quali Alice e Bob possono
eseguire le misure, di modo che possiamo aspettarci che ci siano in�nite variabili
nascoste indipendenti !
Come avrete intuito, le sorprese non sono �nite. . .

6.3 Correlazioni

Nelle nostre esperienze quotidiane, due sono in particolare i generi di correlazione che
possiamo distinguere [1]:

1. le correlazioni perscambiodi segnali o informazioni, come ad esempio il cenno
fatto con una mano, oppure un rumore, che determinano un certo comportamento
dei soggetti che lo percepiscono;

2. le correlazionistabilite alla sorgente, ossia da un soggetto (oppure oggetto) che
determina una speci�ca \simmetria" tra enti distinti.

In �sica classica, entrambi i metodi appena citati si manifestano senza particolari com-
plicazioni. In �sica quantistica, invece, la correlazioneper scambio di informazioni tra
i sistemi studiati risulta essere problematica, in quanto due o pi�u particelle entangled
presentano delle correlazioni indipendentemente dalla distanza che li separa.
Siamo quindi portati a chiederci se �e possibile che le correlazioni tra enti distinti quali
due particelle vengano stabilite alla sorgente (dalla quale esse vengono espulse per poi
essere analizzate). La questione sembra essere ragionevole, ma presuppone che deter-
minate informazioni vengano acquisite dalle particelle (edallo stato che le caratterizza)
prima che esse vengano espulse secondo direzioni opposte. Come forse avrete capito,
le arte�ci di tali completamenti di informazione quantistica potrebbero essere le ormai
note variabili nascoste. . . Si tratta tuttavia di un'ipotesi, quindi di nulla di cert o. E va
pertanto veri�cata sperimentalmente. A questo ritorneremo nel seguito.
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Si rivela innanzitutto necessario speci�care il signi�cato di un concetto indispens-
abile per il prosequio dell'analisi del teorema di Bell, ovvero la funzione di corre-
lazione .

Funzione di correlazione

Cos�� �e chiamata la media del prodotto dei risultati ottenuti da due osservatoriA e B
su molte ripetizioni degli atti di misura e�ettuati sulle osservabili che caratterizzano il
sistema. La funzione di correlazione �e solitamente indicata da P(x; y), dove x = a; a0

e y = b; b0 denotano i risultati ottenibili dagli osservatori (la coppia (a; a0) per A, la
coppia (b; b0) per B). Ad esempio, ammettiamo che gli osservatori compiano diverse
misure di un'osservabile qualsiasi sul sistema; essi otterranno delle coppie di valori del
tipo

(+ ; +) ; (+ ; � ); (� ; +) ; (� ; � ); (� ; +) ; : : : (6.1)

i cui prodotti sono rispettivamente +; � ; � ; + ; � ; : : :. La media sui valori appena
ottenuti sar�a dunque data da

habi =
[3(� 1) + 2]

5
= �

1
5

:

Cos�� come �e de�nita, quindi, la funzione di correlazione avr�a sempre quale immagine
l'intervallo [ � 1; 1].
Il risultato appena ottenuto sembra non rivestire di alcunaparticolare importanza e
pertanto a primo acchito parrebbe non signi�care molto. Tuttavia nelle sezioni suc-
cessive daremo un ben preciso signi�cato a questi indici di correlazione, mediante un
confronto che ci permetter�a di trarne alcune osservazioniinteressanti.

6.3.1 Correlazioni classiche

Si consideri un esperimento analogo a quello e�ettuato da EPR nella formulazione del
loro Argomento. Una coppia di particelleentangledviene inviata in versi opposti, dove
verranno successivamente misurate le osservabili associate alle possibili orientazioni
degli spin che le caratterizzano.
Tenendo conto del principio di conservazione del momento angolare, gli spin delle due
particelle avranno verso opposto. E questo aspetto ha delleconseguenze qualora gli
osservatoriA e B decidano di compiere le misure su una ben precisa osservabile, ad
esempio rispettivamenteA = ~� � ~� e B = ~� � ~� . A e B misurino quindi tali osservabili,
scegliendo arbitrariamente quale vettore~n un vettore unitario e ripetendo questi atti
di misura sul sistemaN volte.
Seaj e bj sono i risultati ottenuti dalla j � esima misura da parte rispettivamente diA
e B allora si ha

hai =
X

j

aj =N e hbi =
X

j

bj =N:
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Questi valori medi sono entrambi prossimi a zero, ma se gli osservatori compara-
no i risultati ottenuti essi vi troveranno delle correlazioni che possiamo esprimere
analogamente alla funzione di correlazione, ossia

habi =
X

j

aj bj =N

che, nel caso particolare in cui~� = ~� ci d�a il risultato habi = � 1.
In un caso pi�u generale, in cui quindi~� e ~� sono scelti arbitrariamente dai due osser-
vatori, la correlazionehabi �e ricavata come segue [18].
Si consideri una sfera unitaria avente due equatori, ruotati l'uno rispetto all'altro di
un angolo � ; siano inoltre ~� e ~� i vettori unitari perpendicolari ognuno ai due piani
equatoriali della sfera. Tali piani determinano rispettivamente le regioni nelle quali
a = � 1 e b = � 1. La sfera �e di conseguenza costituita da quattro settori,nei quali si
alternano i segni del prodottoab.

~� ~�

� � �

�

Figura 6.1: La sfera �e suddivisa in quattro settori nei quali si alternano i segni del prodotto
ab. I vettori unitari ~� e ~� sono ortogonali rispettivamente ai due piani equatoriali
della sfera.

Possiamo quindi calcolare il valore mediohabi , sapendo che il valore medio (classico)
di una quantit�a �sica x �e de�nito da

hxi =
nX

i

x i pi (x i )

dove pi (x i ) �e la probabilit�a di osservare l' i -esimo elementox i . Considerando che nella
zona grigia (di estensione angolare 2� ) ab = +1 e in quella bianca (di estensione
angolare 2� � 2� ) ab= � 1 si ha

habi =
�
(+1)

2�
2�

+ ( � 1)
2(� � � )

2�

�
=

[� � (� � � )]
�

=
2� � �

�
; (6.2)
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che esprime la correlazioneclassica che interviene in un'esperienza del tipo Stern-
Gerlach sul sistema spin1

2.

6.3.2 Correlazioni quantistiche

Si consideri l'esperienza seguente, nella quale gli osservatori Alice e Bob possono mis-
urare le osservabili dello spin1

2 lungo le direzioni rappresentate dai vettori~�; ~� 0; ~�; ~� 0.

~�
~� 0

~�

~� 0

�
AliceBob

S

Figura 6.2: Montaggio di un ipotetico esperimento eseguito su una coppia di spin 1
2 . Alice

compie le misurea; a0 (i cui risultati sono � 1) lungo le direzioni descritte dai
vettori ~� e ~� 0, mentre Bob e�ettuer�a le misure b; b0 (i cui risultati sono � 1)
lungo ~� e ~� 0.

Consideriamo due particelle caratterizzate da due spin e che costituiscono un sistema
che si trova nello stato intrecciato dato da

	 =
1

p
2

( 1
+ 
  2

� �  1
� 
  2

+ ): (6.3)

La teoria quantistica ci fornisce la relazione

habi = (	 ; ~� � ~� 1 
 ~� � ~� 2	) :

Riscrivendo ora l'osservabile~� � ~� 1 
 ~� � ~� 2 come

� 1
� 
 � 2

� = ( � 1
� 
 I )( I 
 � 2

� )

si ha
habi =

�
	 ; (� 1

� 
 I )( I 
 � 2
� )	

�
= ( � 1

� 
 I 	 ; I 
 � 2
� 	) : (6.4)

A questo punto, siano
(

(� 1
� 
 I )	 = 1p

2
( 1

+ 
  2
� +  1

� 
  2
+ ) = � �

(I 
 � 2
� )	 = 1p

2
(�  1

+ 
  2
� �  1

� 
  2
+ ) = � � �

:

La (6.4) ci d�a

habi = �
�
	 ; (� 1

� 
 I )( � 1
� 
 I )	

�

= �
�
	 ; (� 1

� � 1
� 
 I )	

�
= �

�
	 ; (~� � ~� 1)( ~� � ~� 1) 
 I 	

�
:
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Utilizzando ora l'uguaglianza (che qui non dimostriamo)

(~� � ~� )( ~� � ~� ) = ~� � ~�I + i (~� ^ ~� ) � ~�

otteniamo

habi = �
n �

	 ; ~� � ~�I 
 I 	
�

+ i
�

	 ;
�
(~� ^ ~� ) � ~� 
 I 	

� �o

= � ~� � ~� � i
�

	 ;
�
(~� ^ ~� ) � ~� 
 I 	

� �
:

Poich�e i vettori k~� k = k~� k = 1 e (	 ; � n 
 I 	) = 0 (con ~n = ~� ^ ~� ) possiamo scrivere

habi = � ~� � ~� = � cos�; (6.5)

dove � = ] (~�; ~� )
def
= ( � � � ).

Correlazioni a confronto

Comparando i valori ottenuti in (6.2) e (6.5) ci accorgiamo che la correlazione quan-
tistica presenta un valore maggiore rispetto a quella calcolata in modo classico, ossia
la correlazione quantistica sar�a sempre pi�u forte di quel la classica , eccetto
nei casi particolari in cui entrambi valgono 0 oppure� 1 (vedi �gura 6.3).

1

0

� 1

� �

Figura 6.3: Confronto tra la correlazione quantistica (il gra�co della funzione � cos� �e rap-
presentata dalla linea continua) e correlazione classica (linea tratteggiata) in
funzione dell'angolo� per una coppia di spin 1

2 .

Dal gra�co appena riportato risulta evidente la correlazione quantistica �e maggiore
di quella classica; infatti, assegnando un valore qualsiasi all'angolo � , il valore assolu-
to maggiore dell'immagine corrispondente viene riscontrato sulla linea continua, ossia
quella che rappresenta ilcaso quantistico.
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6.3.3 Correlazioni e variabili nascoste

Come nel caso appena analizzato, consideriamo lo stato intrecciato dato da

	 =
1

p
2

( 1
+ 
  2

� +  1
� 
  2

+ ): (6.6)

Supponiamo che gli osservatoriA e B compiano delle misure rispettivamente sulle
osservabili (~� � ~� ) e (~� � ~� ), dove ~� e ~� sono i vettori unitari liberamente scelti dagli
osservatori. Analogamente al caso precedente, indichiamoi risultati ottenibili con a e
b, i quali potranno assumere, come di consueto, i valori� 1.

Ritorniamo ora alle due possibilit�a classiche per spiegare le correlazioni indicate
all'inizio di questa sezione.
Nella prima tesi, se ha luogo unoscambio di informazionifra le due particelle, signi�ca
che la prima particella che viene rilevata invia un'indicazione all'altra sul suo risultato
e quindi quest'ultima reagisce di conseguenza cos�� da fornire un risultato analogo.
Come gi�a accennato, si constata tuttavia che le correlazioni si manifestano anche se le
particelle sono separate da una grande distanza, perci�o seavvenisse uno scambio di in-
formazioni il segnale per giungere in tempo a�nch�e possa \avvisare" l'altra particella,
dovrebbe avere una velocit�a superiore a quella della luce.Come sappiamo dalla teoria
della relativit�a un segnale non pu�o propagarsi pi�u velocemente della luce. Questa tesi
�e quindi smentita dagli esperimenti in accordo con la teoria della re lativit�a .

Se le correlazioni sono invecestabilite alla fonte, signi�ca che ogni particella
quando viene emessa dalla sorgente \sa" gi�a come dovr�a reagire quando incontrer�a un
apparecchio di misura orientato secondo un determinato asse, e ci�o indipendentemente
dalle possibili misure e�ettuate sull'altra particella.
Si suppone che la particella 1 pu�o essere soggetta alle misure delle sue osservabili� 1

1

e � 1
3, che possono dare unicamente i due risultati +1 oppure� 1. La particella 2 pu�o

essere sottoposta alle misure di� 2
1 e � 2

3, che anch'esse ci possono fornire solamente
i risultati +1 oppure � 1. Se le correlazioni sono stabilite alla sorgente, ovvero se la
teoria considerata �e locale , allora la prima particella deve partire dalla sorgente con
l'informazione

� 1 =
�

a(� 1
1); a(� 1

3)
	

e la seconda particella con l'informazione

� 2 =
�

b(� 2
1); b(� 2

3)
	

dovea(� 1
1) rappresenta il risultato che la particella 1 fornisce nel caso in cui venga mis-

urata � 1
1, rispettivamente b(� 2

1) �e il risultato ottenuto dalla misura di � 2
1 della particella

2 e cos�� via. �E importante ricordare che le misure e�ettuate sulla prima particella non
dipendonoda quelle e�ettuate sulla seconda (e viceversa), in quanto si ritiene valido
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il principio delle cause locali . Inoltre gi�a sappiamo che la coppia� =
�

� 1; � 2
	

,
chiamata variabile nascosta , ci fornisce una descrizione deterministica dei risultati
delle misure e�ettuate sulle particelle.
Possiamo quindi spiegare le correlazioni grazie a queste liste. Se si osserva una cor-
relazione quando si misura l'osservabile� 1

3 della particella 1 e l'osservabile� 2
3 della

particella 2 signi�ca che, dato lo stato intrecciato (6.3), la particella 1 della coppia �e
partita per esempio con la lista

� 1 =
�

a(� 1
1) = 1 ; a(� 1

3) = 1
	

e la particella 2 con la lista

� 2 =
�

a(� 2
1) = � 1; a(� 2

3) = � 1
	

;

situazione che deriva dalla formulazione dello stato (6.3), attraverso le sue componenti
( 1

+ 
  2
� ) e ( 1

� 
  2
+ ).

Nel contesto delle correlazioni stabilite tra particelle,Bell formalizz�o cos�� la sua
a�ermazione, enunciando ilteorema di Bell , valido solo con l'ipotesi della localit�a,
nel modo seguente: esiste una grandezzaS, calcolabile a partire dalle variabili nascoste
� , tale che

� (i) Se le correlazioni sono stabilite alla sorgente e quindila teoria locale �e valida,
hSi �e limitato in un certo intervallo [ a; b].

� (ii) Se hSi esce da questo intervallo, allora le correlazioni non sono stabilite alla
sorgente. Quindi sehSi =2 [a; b] la teoria non pu�o essere locale.

Dal punto (i ) deduciamo la relazionea 6 hSi 6 b, che �e chiamatadisuguaglianza di
Bell .

6.4 Disuguaglianza di Bell (CHSH)

6.4.1 Variante CHSH del teorema di Bell

La funzione di correlazione utilizzata nel Teorema di Bell �e

P(� ) � S(� ) = ( a + a0)b+ ( a � a0)b0 = ab+ a0b+ ab0 � a0b0 = � 2 (6.7)

dove � = f a; a0; b; b0g e il risultato � 2 �e dato dalle condizioni seguenti: oa + a0 = 0 e
quindi a � a0 = � 2, oppurea � a0 = 0 e quindi a + a0 = � 2.
Dalla (6.7) si ottiene la disuguaglianza

jhS(� )ij = jhabi + ha0bi + hab0i � h a0b0ij � 2 (6.8)

nota comeVariante CHSH della disuguaglianza di Bell.
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6.4.2 Violazione della disuguaglianza CHSH

Si considerino due angoli� = ] (~�; ~� ) = ] (~� 0; ~� ) = ] (~�; ~� 0) = 45 � e ] (~� 0; ~� 0) = 135�

(vedi �gura 6.2). In questo caso si ottiene il risultato

jhSij = j � cos(45� )j = j � cos(135� )j = 2
p

2 > 2

che evidentemente viola la disuguaglianza di Bell.

Come abbiamo visto, una teoria delle variabili nascoste cherispetti il principio
delle cause locali presuppone che vi siano delle disuguaglianze che devono essere
rispettate. Tuttavia, la meccanica quantistica viola tali disuguaglianze. Dalla (ii) di
pagina 70 concludiamo che le correlazioni non sono stabilite alla sorgente. Quindi
nessuna teoria locale, ovvero di tipo classico, pu�o essereutilizzata per spiegare le
correlazioni osservate negli esperimenti. La meccanica quantistica si rivela essere in
tutto e per tutto una teoria non locale . Da quanto appena detto consegue che
neppure uncompletamento localemediante l'introduzione di parametri aggiuntivi, le
variabili nascoste locali, �e ammessa dalla meccanica quantistica.

Esempio classico

Pu�o essere interessante veri�care se, poich�e una teoria che sia locale deve soddisfare
la disuguaglianza di Bell, la �sica classica e�ettivamenteobbedisca a tale condizione.
Come abbiamo visto, la �sica classica prevede delle correlazioni espresse come

habi =
2� � �

�
: (6.9)

Da (6.8) e (6.9) si ottiene

jhSij = jhabi + ha0bi + hab0i � h a0b0ij

�
�
�
�
6(45� ) � 3�

�
�

2(135� ) � �
�

�
�
� =

�
�
�
� 2�

�

�
�
� = 2

da cui
jhSij � 2:

Osserviamo immediatamente che, inserendo nella disuguaglianza di Bell il valore di
correlazione previsto dalla �sica classica, essa �e rispettata. Ne deduciamo che in �sica
classica vale ilprincipio delle cause locali cos�� come espresso da EPR.

6.4.3 Teoria non locale delle variabili nascoste

Se �no a questo momento abbiamo presupposto la validit�a della localit�a, analizziamo
ora il caso in cui il principio delle cause locali non sia contemplato. Questo comporta
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che, dati due sistemi �sici, malgrado si supponga che durante un certo intervallo di
tempo essi rimanganoisolati tra loro, l'evoluzione temporale delle propriet�a �siche
di uno di essi durante questo intervallopu�o essere in
uenzata da operazioni eseguite
sull'altro sistema.

Supponiamo innanzitutto che i risultati aj ; a0
j ottenibili dall'osservatore A nella

j -esima misura sullo spin nella direzione descritta dal vettore unitario ~� o ~� 0 dipen-
dano (in quanto non contemplato il principio delle cause locali) dai risultati bj ; b0

j

ottenibili da B lungo ~� oppure lungo~� 0. In questo caso si rivela necessario speci�care
le dipendenze dei risultati ottenibili e lo facciamo utilizzando la notazioneaj (� ) oppure
aj (� 0) ; qui si sono riportati i due casi relativi ada, ma analogamente si pu�o estendere
questa notazione a tutti gli altri risultati ottenibili.
A questo punto �e possibile riscrivere parte dell'espressione (6.7) come

aj (� )bj (� ) + a0
j (� )bj (� 0) + aj (� 0)b0

j (� ) � a0
j (� 0)b

0
j (� 0) :

Scegliendo ora in modo opportuno i termini

aj (� ) ; bj (� ) ; a0
j (� ) ; bj (� 0) ; aj (� 0) ; b0

j (� ) ; a0
j (� 0) ; b0

j (� 0)

essa ci fornisce i risultati 0; � 2; � 4; �e in particolare quest'ultimo il risultato di cui ci
interessiamo e che ci permette quindi di scrivere

jhabi + ha0bi + hab0i � h a0b0ij � 4: (6.10)

La principale conclusione che possiamo trarre a partire dalla (6.10) �e che tale disug-
uaglianza �e rispettata dall'indice di correlazione previsto dalla meccanica quantistica,
che ricordiamo essere 2

p
2. Una teoria di tipo non locale �e quindi in accordo con la

teoria quantistica.
Come vedremo tra breve, quest'ultimo risultato, evidentemente di�erente dal caso in
cui abbiamo tenuto conto del principio delle cause locali, �e in perfetto accordo con le
veri�che sperimentali.

6.5 Veri�che sperimentali delle disuguaglianze di
Bell

Nel con
itto tra la meccanica quantistica e la teoria di tipo locale, considerando
inoltre il fatto che la �sica �e una scienza sperimentale, apparve indubbio che quale
prova inconfutabile di quelle che erano state le conseguenze introdotte dal teorema
di Bell dovessero essere messe a punto delleveri�che sperimentali. Nel corso degli
ultimi trent'anni, a questo proposito, venne e�ettuato un grande numero di prove
sperimentali, tra le quali spiccano quelle eseguite a partire dal 1982 da Alain Aspect,
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con la collaborazione di due ricercatori, J. Dalibard e G. Roger, dell'Istituto di Ottica
dell'Universit�a di Parigi. Egli raccolse la s�da per una rigorosaveri�ca delle ipotesi
\non localistiche" della teoria quantistica e realizz�o una serie di apparecchiature so�sti-
catissime nel campo dell'ottica-�sica, le quali permiserodi risolvere il contenzioso che
ormai da mezzo secolo opponeva i �sici che si riconoscevano nelle posizioni \classiche"
(Einstein), con i �sici quantistici della Scuola di Copenhagen. Uno dei tre esperimenti
riguardava la veri�ca della variante CHSH.

Nel primo esperimento, Aspect consider�o quale sistema deifotoni ottici al posto
dello spin, ottenendo quale risultato [20],[21]

Sexp = 2:697� 0:015

che evidentementeviola la disuguaglianza di Bell (6.8). La meccanica quantisti-
ca, nel caso in cui si considerano dei parametri conformi a quelli scelti per svolgere
l'esperimento, ci fornisce invece il risultato

SQM = 2:70� 0:05;

in perfetto accordo con i risultati sperimentali.
Va comunque osservato che l'accordo tra i dati sperimentali e le previsioni
della meccanica quantistica �e stato veri�cato su un campo di orientazioni a 360� .

Occorre inoltre precisare che gli esperimenti fatti hanno condotto a risultati che
non descrivono direttamente le predizioni della �sica quantistica (e quindi la sua
validit�a nell'ambito del microcosmo), bens�� il comportamento della Natura .
Dall'accordo appena osservato possiamo comunque a�ermareche la Natura stessa si
comporta conformemente alle predizioni della meccanica quantistica.

L'illustrazione schematica dell'apparato sperimentale impiegato per le veri�che
di Aspect �e riportata in �gura 6.4. Essa certo non rende giustizia ad un'apparecchiatu-
ra che ha necessitato di ben sei anni di studi per essere messaa punto. Tuttavia, ci
permette di visualizzare a grandi linee la natura dell'esperimento eseguito ad Orsay.
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A B
l1 l2

� � 0
�

� 0� 0

�� ��++ ++

Analizzatore

S

Figura 6.4: Schematizzazione delle apparecchiature utilizzate da Aspect e collaboratori nei
loro esperimenti. In S si trova un atomo di Calcio il cui deseccitamento pro-
duce una coppia di fotoni correlati che si muovono lungo percorsi opposti l1 e
l2. Gli elementi A e B (orientati aleatoriamente) dirigono i fotoni verso quattr o
polarizzatori, indicati con la freccia e le lettere � ,� 0,� ,� 0. Ciascuno di questi
analizzatori rivela la polarizzazione lineare dei fotoni lungo una direzione qual-
siasi (indicata dalla lettera greca). I risultati ottenuti vengono in�ne analizzati
dall'\analizzatore di correlazione".

La cosa straordinaria veri�cata da Aspect con le sue apparecchiature �e che nel
momento in cui lungo il percorsol1 si produceva una deviazione verso il rivelatore
del fotone 1, anche il fotone 2 (ovvero il fotone del percorsol2), \spontaneamente"
ed istantaneamente, deviava verso il rivelatore nella direzione tale da manifestare una
perfetta correlazionecon il suo fotone \gemello".

6.6 Conclusione

\Nel 1982 venne in�ne la soluzione, la quale fu accettata come de�nitiva dal
mondo dei �sici. La Natura non obbediva alle leggi del Realismo Locale, la
meccanica quantistica celebr�o il suo trionfo, e la nostra comprensione della
realt�a del mondo naturale divent�o pi�u complessa."

David Lindley

Il teorema di Bell, con le veri�che sperimentali delle sue disuguaglianze, dimostrano che
non �e possibile completare la meccanica quantistica media nte una teoria
locale : un eventuale completamento deterministico (via le variabili nascoste) deve
necessariamente essere non locale. Inoltre ne consegue chenessuna teoria locale,
ovvero di tipo classico, pu�o essere utilizzata per spiegar e le correlazioni
osservate negli esperimenti . Dobbiamo quindi accettare l'idea che il mondo
non sempre pu�o essere considerato come costituito da enti indipendenti, per i quali
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le propriet�a �siche sono de�nite localmente, e non in gradoquindi di in
uenzarsi
vicendevolmente qualora essi fossero separati in senso relativistico.
Tutto ci�o pu�o sembrare strano, ma �e quello che e�ettivamente accade quando si
eseguono esperimenti su coppie di particelle correlate. Queste bizzarrie della Natura
comunque, precisano i �sici quantistici ortodossi, sono tali solo se si ragiona secondo
una \logica classica". In uno scenario ove si immagina che qualsiasi sistema correlato
possa godere della prerogativa di non risentire della distanza spaziale, tutto risulta
sempli�cato, \normale". Abbandonando l'idea che le particelle correlate separate
rappresentino enti distinti, scompaiono - dato che si passada contesti in cui le azioni
si sviluppano tra luoghi diversi dello spazio a contesti in cui le azioni avvengono
nel \medesimo luogo" - buona parte degli ostacoli concettuali che impediscono una
comunicazione o un'azione a distanza5.

La nozione di \separabilit�a" sembrava tanto fondamentale per Einstein, che ne
aveva fatto il principio della sua dimostrazione della necessit�a di completare in
maniera deterministica la meccanica quantistica.
Al giorno d'oggi, con le violazioni delle disuguaglianze diBell, ci tocca rinunciare alla
visione \localmente realistica" del mondo come de�nito da Einstein, il quale non era
certo a conoscenza (e neppure poteva esserlo, considerata il contesto storico in cui egli
si situa) dell'incompatibilit�a esistente tra la sua visione del mondo stesso e la Natura,
in quanto le basi per considerare veritiera tale incompatibilit�a venne messa in luce
solamente nel 1964 grazie al lavoro compiuto dal �sico J. Bell [22][23], seguito dagli
esperimenti di Aspect.

Ulteriori aspetti riguardanti le implicazioni di quanto appena dimostrato verranno
trattati in sede di conclusione di questo lavoro.

5 �E importante ricordare che l'informazione non viaggia pi�u velocemente della luce!



Capitolo 7

L'argomento GHZ

7.1 Introduzione

Il teorema di Bell ci mostra che determinate correlazioni predette dalla meccanica
quantistica nel caso di sistemi a due particelle entangled non possono essere comprese
mediante una visione realistica basata sulle propriet�a locali di ciascuna particella.
Einstein, Podolsky e Rosen per primi riconobbero il signi�cato fondamentale di queste
correlazioni e le predizioni fatte dalla meccanica quantistica sui sistemi a due particelle
hanno trovato via via sempre nuove veri�che sperimentali.

Negli ultimi decenni del secolo scorso un altro con
itto trala teoria quantistica
e il realismo locale �e stato scoperto, un con
itto che per essere chiarito necessitava
per�o di veri�che sperimentali assai complesse, in quanto erano prese in considerazione
correlazioni tra almeno tre particelle. Ciononostante questo con
itto �e pi�u forte nel
senso che non implicavalori medi come nel caso del teorema di Bell.
Qui di seguito riportiamo questo secondo argomento volto difatto a mostrare che
le predizioni della meccanica quantistica per il risultato di certe misure
compiute su un sistema di tre particelle in uno stato entangl ed �e in
con
itto con il realismo locale cos�� come posto da EPR. Esso �e noto come
argomento GHZ e sviluppato dai �sici Greenberger,Horne e Zeilinger nel 1991.

L'esperimento GHZ

Anche in questo argomento l'apparato sperimentale gioca unruolo fondamentale. L'ap-
parecchiatura consiste essenzialmente in una sorgente difotoni e da tre polarizzatori
posti intorno alla sorgente in modo che di tre fotoni emessi possano essere misurate le
polarizzazioni ad istanti voluti e lungo una certa direzione, arbitrariamente scelta dai
tre ipotetici osservatori che chiameremo Alice, Bob e Carlo.

73
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Figura 7.1: Montaggio schematico dell'apparecchiatura utilizzata nell'argomento GHZ. Una
sorgente emette i fotoni dei quali verranno poi misurate le polarizzazioni. I
risultati ottenibili sono rispettivamente 1 o 0 a dipendenza che il fotone attraversi
o meno il polarizzatore.

A dipendenza delle orientazioni dei polarizzatori scelte dagli osservatori e dalla polariz-
zazione che caratterizza i fotoni emessi dalla sorgente duesono i risultati che possiamo
ottenere, corrispondenti ai casi in cui il fotone attraversi o meno il dato polarizzatore.
Per semplicit�a indichiamo rispettivamente con 1 e 0 questidue casi.

7.2 Stato GHZ e predizioni quantistiche

Come accennato sopra, nell'analisi di questo argomento nonfaremo pi�u uso del sistema
spin 1

2 , bens�� del sistema (a due livelli)polarizzazione del fotone 1. Quello utilizzato
nell'argomento GHZ �e uno stato intrecciato dato da

jGHZ i =
1

p
2

�
jH i 1jH i 2jH i 3 + jV i 1jV i 2jV i 3

�
(7.1)

dove jH i e jV i denotano rispettivamente gli stati (puri) di polarizzazione lineare oriz-
zontale e verticale.
Lo stato (7.1) indica che i tre fotoni si trovano in una superposizione quantistica degli
stati jH i 1jH i 2jH i 3 (tutti e tre sono polarizzati orizzontalmente) ejV i 1jV i 2jV i 3 (tutti
e tre sono polarizzati verticalmente), ma che nessuno dei fotoni �e caratterizzato da un
proprio stato ben de�nito.

1Occorre speci�care che, per quanto concerne la nuova notazione introdotta da questo sistema
(notazione di Dirac), il simbolo del prodotto tensoriale sar�a omesso (per questione di semplicit�a):
jH i 
 j V i � j H ij V i .
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Consideriamo ora misurazioni di polarizzazione lineare, e�ettuate per�o lungo le di-
rezioni descritte daH 0=V0, ruotate di 45� rispetto a quelle date daH=V; oppure di
polarizzazione circolareL=R. Queste nuove polarizzazioni possono essere espresse in
funzione di quelle di partenza come

jH 0i =
1

p
2

�
jH i + jV i

�
jV 0i =

1
p

2

�
jH i � j V i

�
(7.2)

jRi =
1

p
2

�
jH i + i jV i

�
jL i =

1
p

2

�
jH i � i jV i

�
: (7.3)

Per una questione di comodit�a indicheremo d'ora in poi conX il polarizzatore \di-
agonale" (ovveroH 0=V0) e con Y quello \circolare" (che rimanda quindi alle misure
secondoR=L).
Rappresentando lo stato (7.1) in funzione degli stati di superposizione dati da (7.2) e
(7.3) otteniamo le predizioni quantistiche circa le misure di queste nuove polarizzazioni,
lineari nei casiH 0=V0 e circolari nei casiL=R.
Ad esempio, se decidiamo di misurare la polarizzazionecircolare L=R sui fotoni 1 e 2 e
la polarizzazionelineare H 0=V0 sul fotone 3, denotando quindi conyyx questo genere
di esperimento, lo stato GHZ �e

jGHZ i =
1

p
2

�
jRi 1jL i 2jH 0i 3 + jL i 1jRi 2jH 0i 3

+ jRi 1jRi 2jV 0i 3 + jL i 1jL i 2jV 0i 3

�
: (7.4)

Due sono le osservazioni che �e possibile fare alla luce di quanto ci suggerisce lo stato
jGHZ i appena scritto:

1. Le componenti che costituiscono questo stato garantiscono una certa \casualit�a"
circa i possibili risultati che possiamo ottenere. Ad esempio:

� il fotone 1 manifester�a delle polarizzazioni di tipoR oppure L con uguale
probabilit�a di 1

2 ;

� i fotoni 1 e 2 manifesteranno delle polarizzazioniRL , LR , RR, LL con
uguale probabilit�a di 1

4 .

2. Dati i risultati di misure e�ettuate su due fotoni possiamo predire con certezza
il risultato che otterremmo misurando la polarizzazione del terzo fotone. Ad
esempio, supponendo che i fotoni 1 e 2 siano caratterizzati dalla polarizzazione
circolareR1;2, a partire da (7.4) possiamo concludere che il fotone 3 manifester�a la
polarizzazione lineareV 0

3; per quest'ultimo fotone, quindi, a seguito delle misure
e�ettuate sugli altri due, si sar�a attualizzato lo stato jV 0i 3, rimasto �no ad allora
unicamente unapropriet�a potenziale.
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Un discorso analogo a quello a�rontato sin qui pu�o essere impostato per ognuno
degli esperimentixyy, yxy,. . . e�ettuati sul sistema nello stato (7.1). Ne deriva
che qualsiasi risultato delle misure e�ettuate su una delleparticelle pu�o essere
univocamente predetto se conosciuti gli esiti delle misuree�ettuate sulle altre
due.

7.3 Realismo locale e �sica quantistica

Analizziamo ora le implicazioni delle predizioni appena trattate dal punto di vista del
realismo locale .
Prima di tutto occorre ricordare che le predizioni degli gliesiti delle misure e�ettuate
sul sistema sono indipendenti dalla distanza che separa i tre polarizzatori e dagli
istanti nei quali i fotoni passano attraverso di essi per poiessere \analizzati" dagli
osservatori.

Consideriamo il caso in cui le misure e�ettuate sui fotoni vengano compiute si-
multaneamentedai tre osservatori. Questo implica innanzitutto che i risultati ottenuti
da uno di essi non pu�o dipendere dai risultati ottenuti dagli altri, a patto certamente
che non si prendano in considerazione le modalit�a con cui i fotoni possono instaurare
delle correlazioni (v. capitolo precedente). A questo proposito, l'unico modo per
spiegare da un punto di vista reale e locale le perfette correlazioni discusse in
precedenza �e quello di assumere che ogni fotone possegga gli elementi di realt�a per
ciascuna misura e�ettuabile su di esso. Elementi che determinerebbero appunto una
conoscenza assoluta degli esiti delle misure.
Consideriamo una misurazione delle polarizzazioni lineari secondoH 0; V 0 su tutti e tre
i fotoni, quindi una misura del tipo xxx . Possiamo chiederci quali siano i risultati che
�e possibile ottenere nel caso in cui esistano degli elementi di realt�a associati a una o
pi�u quantit�a �siche misurate. Lo stato ( 7.1) e le permutazioni circolari che possiamo
compiere sui suoi termini implicano che se il risultatoH 0 [V 0] �e ottenuto per un fotone,
gli altri due fotoni devono necessariamente manifestarepolarizzazioni circolari opposte
[identiche], come si deduce ad esempio da (7.4).
Per chiarire tale situazione ricorriamo ad un esempio: supponiamo che per i fotoni 2 e
3 si ottenga il risultato V 0; poich�e il fotone 3 �e caratterizzato da V 0 entrambi i fotoni
1 e 2 devono manifestare identiche polarizzazioni circolari; e visto che il fotone 2 �e
anch'esso caratterizzato daV 0, entrambi i fotoni 1 e 3 devono anche questa volta essere
caratterizzati da polarizzazioni circolariidentiche. Chiaramente, se tali polarizzazioni
circolari costituiscono elementi di realt�a �sica , allora tutti e tre i fotoni devono
manifestare polarizzazioni circolari identiche. Quindi, se i fotoni 2 e 3 possiedono
le stesse polarizzazioni circolari, il fotone 1 deve necessariamente manifestare una
polarizzazione lineare del tipoV 0. Ne risulta che l'esistenza di elementi di realt�a �sica



77 Capitolo 7. L'argomento GHZ

porta alla conclusione che il risultatojV 0
1 ij V 0

2 ij V 0
3 i �e una possibile soluzione nel caso in

cui si decida di misurare le polarizzazioni lineariH 0; V0 di tutte e tre le particelle, cio�e
se la misurazione �e del tipoxxx .
Per costruzione parallela �e possibile veri�care che i quattro soli risultati possibili sono

jV 0i 1jV 0i 2jV 0i 3; jH 0i 1jH 0i 2jV 0i 3; jH 0i 1jV 0i 2jH 0i 3; jV 0i 1jH 0i 2jH 0i 3: (7.5)

Ognuno di questi stati �e equiprobabile e quindi le loro probabilit�a sono 1
4.

Ma quali analogie (o di�erenze) �e possibile osservare tra quelle che sono le predizioni
fatte dal realismo locale e quelle della meccanica quantistica?
Se esprimiamo lo stato (7.1) in funzione di H 0; V0 otteniamo

jGHZ i =
1
2

�
jH 0i 1jH 0i 2jH 0i 3 + jH 0i 1jV 0i 2jV 0i 3

+ jV 0i 1jH 0i 2jV 0i 3 + jV 0i 1jV 0i 2jH 0i 3

�
: (7.6)

Se compariamo ora i termini in (7.5) con quelli presenti in (7.6) si osserva che
ogniqualvolta il realismo locale predice che uno speci�co risultato si presenta nel
caso di una misura su uno dei fotoni (che fornisce i risultatidegli altri due senza che
essi debbano essere misurati), la �sica quantistica predice il risultato opposto . Ed
ecco quindi un ulteriore elemento che ci permette di confermare la non localit�a che
caratterizza la meccanica quantistica.

Qui di seguito presentiamo un'interpretazione che, seppurbasata su considerazioni
leggermente di�erenti, conduce al medesimo risultato.

7.4 Una descrizione equivalente

7.4.1 Probabilit�a oggettive e misura

Ammettiamo di compiere delle misure sul sistema nello statojGHZ i . In particolare,
consideriamo le misurexxx ,xyy. Associamo qui il valore +1 se il fotone attraversa il
dato polarizzatore e il valore� 1 se invece non lo attraversa.

Misura secondo xxx

Le probabilit�a oggettive associate a questo tipo di misurache, lo ricordiamo, rimanda
alle misure delle polarizzazioni lineari dei tre fotoni, inuna base ruotata di 45� rispetto
alla baseH=V, ovvero H 0=V0.
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Utilizzando (7.6) i valori di probabilit�a sono i seguenti:

ProbjGHZ i f H 0H 0H 0g = jhH 0H 0H 0jGHZ ij 2 =
1
4

ProbjGHZ i f H 0H 0V 0g = jhH 0H 0V 0jGHZ ij 2 = 0

ProbjGHZ i f H 0V 0H 0g = jhH 0V 0H 0jGHZ ij 2 = 0

ProbjGHZ i f H 0V 0V 0g = jhH 0V 0V 0jGHZ ij 2 =
1
4

ProbjGHZ i f V 0H 0H 0g = jhV 0H 0H 0jGHZ ij 2 = 0

ProbjGHZ i f V 0H 0V 0g = jhV 0H 0V 0jGHZ ij 2 =
1
4

ProbjGHZ i f V 0V 0H 0g = jhV 0V 0H 0jGHZ ij 2 =
1
4

ProbjGHZ i f V 0V 0V 0g = jhV 0V 0V 0jGHZ ij 2 = 0:

Questi risultati sono ottenuti sviluppando lo stato secondo la base da utilizzare nel
caso speci�co, ad esempio

jH 0ij H 0ij H 0i � j H 0H 0H 0i =
�

1
p

2
(jH i + jV i )

��
1

p
2

(jH i + jV i )
��

1
p

2
(jH i + jV i )

�

=
1

2
p

2
(jHHH i + jHHV i + jHV H i + jHV Vi +

+ jV HH i + jV HVi + jV V Hi + jV V Vi ):

Notando rA (x); rB (x); rC (x) i risultati ottenuti da Alice, Bob e Carlo in una misura
secondoX (ciascunr pu�o assumere i valori +1 o� 1) osserviamo che

rA (x)rB (x)rC (x) = +1 con certezza: (7.7)

In altre parole, quando Alice,Bob e Carlo compiono tutti le misure secondoX , i risultati
di ciascuno appaiono come aleatori; tuttavia, essi assumono valori tali che il prodotto
di essi �e sempre +1.
Possiamo inoltre constatare che per i tre osservatori si ha

Probf r (x) = +1 g = Prob f r (x) = � 1g =
1
2

:

Misura secondo xyy

Quanto appena visto pu�o essere fatto anche nel caso in cui sicompia la misura del tipo
xyy, dove y rappresenta la misura e�ettuata in relazione alla polarizzazione circolare
R=L. In altre parole, in questo caso Alice misura la polarizzazione secondoX , mentre
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Bob e Carlo lungoY. Si hanno le seguenti probabilit�a:

ProbjGHZ i f H 0RRg = jhH 0RRjGHZ ij 2 = 0

ProbjGHZ i f H 0RLg = jhH 0RL jGHZ ij 2 =
1
4

ProbjGHZ i f H 0LR g = jhH 0LR jGHZ ij 2 =
1
4

ProbjGHZ i f H 0LL g = jhH 0LL jGHZ ij 2 = 0

ProbjGHZ i f V 0RRg = jhV 0RRjGHZ ij 2 =
1
4

ProbjGHZ i f V 0RLg = jhV 0RL jGHZ ij 2 = 0

ProbjGHZ i f V 0LR g = jhV 0LR jGHZ ij 2 = 0

ProbjGHZ i f V 0LL g = jhV 0LL jGHZ ij 2 =
1
4

:

I valori appena trovati corrispondono a quelli ottenuti permutando circolarmente le
misure e�ettuate dagli osservatori, ossia se Bob misura secondo X mentre Alice e
Carlo secondoY, o se Carlo misura secondoX mentre Bob e Alice secondoY.
Notando r (y) il risultato ottenuto in una misura secondoY e r (x) quello ottenuto
secondoX possiamo scrivere

rA (x)rB (y)rC (y) = � 1 con certezza (7.8)

rA (y)rB (x)rC (y) = � 1 con certezza (7.9)

rA (y)rB (y)rC (x) = � 1 con certezza (7.10)

In altri termini, nel caso in cui una persona misura secondoX e le altre due secondoY
i risultati si combinanoin modo tale che il prodotto degli stessi sia� 1.

7.4.2 Un modello \ragionevole"

Da quanto appena visto, l'esito apparentemente aleatorio dei risultati di misure
e�ettuate dai tre osservatori sul sistema nasconde in realt�a profonde correlazioni .
Vediamo quindi di proporre un modello ragionevole per interpretare tali e�etti, comin-
ciando col passare in rassegna alcuni concetti classici chesi proporrebbero di \spiegare"
il fenomeno della correlazione, peraltro gi�a trattati nella sezione dedicata alle corre-
lazioni stesse nell'ambito del teorema di Bell.

Correlazione per scambio di informazioni

Questa interpretazione si basa sul fatto che le informazioni tali da creare delle cor-
relazioni tra le parti che costituiscono il sistema venganoscambiate tra le particelle.
Tuttavia, �e impossibile che la particella 1 informi le altre due a proposito delle misure
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alle quali �e sottomessa; infatti esse possono trovarsi anche a molta distanza tra loro, e
un'interazione simultanea�e quindi scartata dal teoria della relativit�a .

Modello a variabili nascoste locali

Scartato il primo modello, supponiamo allora che le tre particelle lascino la sorgente
con una determinata informazione comune, tale da garantiredelle correlazioni tra esse.
In questa visione, ciascuna delle particelle 1, 2 e 3 deve \sapere" quale risultato dare
qualora fosse sottoposta a misure secondoX oppure secondoY. In altre parole, sup-
poniamo che le particelle si \accordino" per poi lasciare lasorgente con una lista
(variabile nascosta) di sei numeri

� = f rA (x); rA (y); rB (x); rB (y); rC(x); rC (y)g

tale che siano rispettate le equazioni (7.7),(7.8),(7.9),(7.10).

7.4.3 Violazione del realismo locale

Poich�e i termini r possono assumere due valori distinti, ossia +1 e� 1, esistono 26 = 64
possibili liste del tipo � .
Abbiamo visto che le relazioni da soddisfare sono

rA (x)rB (x)rC (x) = +1

rA (x)rB (y)rC (y) = � 1

rA (y)rB (x)rC (y) = � 1

rA (y)rB (y)rC (x) = � 1:

Moltiplicando ora i termini delle quattro equazioni otteniamo

[rA (x)rB (x)rC (x)][rA (x)rB (y)rC (y)][rA (y)rB (x)rC (y)][rA (y)rB (y)rC (x)]

= r 2
A (x)r 2

A (y)r 2
B (x)r 2

B (y)r 2
C (x)r 2

C (y) = � 1 (7.11)

che evidentemente conduce ad un problema per quanto riguarda il segno del termine
destro.
Giungiamo quindi alla conclusione chenessuna delle liste (o variabili nascoste)
soddisfa le relazioni appena riportate! Il realismo locale appare dunque
incompatibile con la �sica quantistica, che �e quindi una te oria non locale .

7.5 Veri�che sperimentali dell'argomento GHZ

Una dimostrazione del con
itto esistente tra realismo locale e meccanica quantistica
�e stata sviluppata recentemente, come anticipato nella sezione introduttiva a questo
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capitolo, grazie a apparati sperimentali complessi e so�sticati.
La dimostrazione rigorosa dell'\entanglement GHZ" si basasu quattro esperimenti,
ognuno dei quali compiuto con tre misure di polarizzazioneyyx,yxy,xyy,xxx separate
spazialmente. Si �e cos�� potuto osservare unaccordo tra gli esiti degli esperimenti
e le predizioni date dalla meccanica quantistica .
In questa sezione ci limitiamo a riportare i risultati ottenuti nel quarto dei tre esper-
imenti, ossia quello eseguito con le misurexxx , confrontandoli poi con le predizioni
quantistiche e quelle del realismo locale.
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Figura 7.2: Gra�co delle predizioni quantistiche e dei valori di probabilit�a (indicati con
F razione) associati alle diverse misure di polarizzazione linearexxx .

0:00

0:05

0:10

0:15

0:20

0:25 H 0V 0V 0 V 0H 0V 0 V 0V 0H 0 H 0H 0H 0

F
ra

zi
on

e

Figura 7.3: Gra�co delle predizioni del realismo locale e dei valori di probabilit�a (indicati
con F razione) associati alle diverse misure di polarizzazione linearexxx .

A proposito di questi gra�ci possiamo fare le seguenti considerazioni:
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PSfrag
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Figura 7.4: Gra�co dei risultati ottenuti nell'esperimento sulle misu re di polarizzazione
lineare xxx (indicati con F razione).

� Le predizioni della �sica classica (quale teoria realistica-locale) circa l'esito delle
misure e�ettuate sul sistema si rivelano essere l'opposto di quell della meccanica
quantistica (quale teoria non locale);

� I risultati degli esperimenti condotti sul sistema presentano unaccordo (trascu-
rando gli errori dovuti alla natura dell'esperimento) con le predizioni della
meccanica quantistica, quindi. . .

� . . . la Natura si comporta analogamente a quanto descritto e predetto dalla
teoria quantistica: essa �enon locale !
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Conclusione

In questa sede cerchiamo di esporre le principali conclusioni che �e possibile trarre dalle
critiche mosse nei confronti della meccanica quantistica ad opera di Albert Einstein
e di tutti coloro che ne condividevano le opinioni, nonch�e dalle informazioni forniteci
dall'argomento GHZ, dal teorema di Bell e dalle sue disuguaglianze.

L'argomento EPR ha reso pi�u profonda la comprensione dellameccanica quan-
tistica mettendo in evidenza le caratteristiche fondamentalmente non classiche del
processo di misura. Prima della pubblicazione dell'articolo di Einstein-Podolsky-
Rosen, una misura era abitualmente vista come un processo �sico di perturbazione
in
itto direttamente al sistema sotto misura, producendo cos�� incertezza a proposito
delle variabili �siche misurate. Tali spiegazioni sono completamente soppiantate dal-
l'analisi di Einstein-Podolsky-Rosen, che mostra chiaramente come si possa e�ettuare
una misura delle propriet�a �siche di una particella senza disturbarla direttamente ma
eseguendo una misura su un'altra particella distante e correlata con la prima.

L'argomento EPR ci mostra inoltre l'incompatibilit�a che caratterizza il prin-
cipio di realt�a , il principio di localit�a e la completezzadella teoria quantistica: si rivela
impossibile sviluppare una teoria che sia nel contempo reale, locale e completa, ossia
determinista. Qualsiasi sia la teoria �sica presa in considerazione, essa non rispetter�a
quindi i tre assunti appena citati.
D'altro canto, il teorema di Bell e le confutazioni sperimentali delle disuguaglianze da
esso derivanti dimostrano l'impossibilit�a di completare in modo deterministico
e locale la meccanica quantistica : un eventuale completamento deterministico
deve necessariamente essere non locale.
Come abbiamo gi�a visto, l'abbandono della completezza della meccanica quantistica �e
una delle possibili soluzioni del presunto \paradosso" suscitato da EPR, quella a cui
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pensavano Einstein e collaboratori. Qui di seguito riportiamo tuttavia tre possibili
soluzioni del \paradosso", che consistono nell'abbandonare gli assunti fondamentali
su cui poggiava l'argomento EPR, ossia il principio di realt�a, quello di localit�a e il
determinismo della meccanica quantistica.

Abbandono della completezza della meccanica quantistica
L'idea su cui poggia tale interpretazione �e che la meccanica quantistica descriva del
mondo una sorta di media, incapace dunque di fornircene una descrizione completa
e \reale". Tale descrizione deterministica sarebbe invecefornita da una teoria pi�u
fondamentale e completa. Il prezzo da pagare per sostenere,come fece Einstein,
l'esistenza di tale teoria �e per�o molto alto e, in particolare, consisterebbe nella
rinuncia del carattere locale della teoria stessa: ne consegue che, abbandonando il il
principio di completezza per salvaguardare quelli di realt�a e localit�a, si �e portati a
negare il principio di localit�a stesso! Alla base di tale posizione sussiste dunque una
contraddizione.

Abbandono del principio di realt�a
A questo punto, basiamo l'interpretazione della teoria suiprincipi di completezza e lo-
calit�a. Abbandonare il principio di realt�a signi�ca sost anzialmente non ammettere che
un determinato evento possa essere predetto con certezza; la principale conseguenza
di questa interpretazione �e dunque l'indeterminismo.

Abbandono del principio di localit�a
Anche in quest'ottica si accetto l'indeterminismo. Tuttavia, nell'accettazione delle
modi�che istantanee delle propriet�a �siche del sistema descritte dal suo stato, il
sistema stesso �e implicitamente considerato come un tuttoindivisibile.
Occorre quindi accettare l'idea di un Universo costituito da enti la cui esistenza ed i
cui comportamenti non sono indipendenti. La Natura ci apparir�a cos�� come una �tta
rete di complesse relazioni ed interazioni tra le parti che la compongono.
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