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Delocaizzazione e crittografia quantistica 1. Descrizione del fenomeno

1. Descrizione del fenomeno

11.  Introduzione al fenomeno (alcune situazioni...)

Cominciamo con |’ osservazione e una prima analisi di una serie di esperienze abbastanza
semplici. Sfruttando le nostre conoscenze sulla fisica, ma soprattutto il nostro modo di
ragionare logico, proveremo ora a valutare e dare una soluzione alle esperienze che
troveremo descritte nelle tre situazioni qui sotto.

| sistemi che vedremo funzioneranno in generale come descritto nella seguente
spiegazione.

Una pallina viene inviata nel sistema, quando raggiunge uno specchietto abbiamo due casi:
se lo specchietto ha una riflessione completa, allorala palina viene deviata completamente
(quindi cambia la sua direzione); se invece lo specchietto ha una riflessione parziae, la
pallina pud seguire due percorsi, uno ha la direzione d'incidenza (mantiene la traiettoria
che aveva prima di raggiungere lo specchietto) e I'altro ha la direzione perpendicolare
dettata dalla deviazione.

Passiamo ora all’analisi di alcuni esperimenti, che ci aiuteranno a vedere cio che accade
nel mondo microscopico e che non ci pud lasciare indifferenti poiché, a prima vista
secondo il nostro senso comune, € illogico.

1.2, Situazione 1

La prima situazione che prendiamo in esame consiste in una pallina inviata nello schema
qui sotto e che raggiunge uno specchietto con riflessione parziale. Oltrepassatolo la pallina
si trovera su un dei due cammini: o quello che prosegue diritto (con la stessa direzione che
aveva la pallina precedentemente) o quello deviato.

Se ripetiamo un gran numero di volte questo esperimento nell’ osservazione finale su dove
arrivera la pallina, avremo il 50% di possibilita di trovarlain A e il 50% di possibilita di
trovarlain B.

Situazone schematizzata: Dall’ osservazione fatta deduciamo che dopo aver
O e A raggiunto lo specchietto la pallina prende il percorso
I verso A oppure verso B, perd non sappiamo quae
\l/ fino aguando non verratrovataoin A oin B.
B
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Logicamente possiamo dire che c'e il 50% di
possibilita di trovarla in A e il 50% di possibilita di
trovarlain B.

1.3. Situazione 2

Andiamo ora ad analizzare la seconda situazione. Qui la pallina dopo essere inviata nello
schema raggiunge uno specchietto con riflessione parziale, si verifica quindi la stessa
situazione di prima. A differenza di prima ora sui due percorsi possibili troviamo, dopo il
primo specchietto, altri due specchietti, entrambi con riflessione parziale. A questo punto
lapallina ha la possibilita di passare o diritta per raggiungere A o C oppure hala possibilita
di raggiungere B o D. Quindi se dopo il primo specchietto le possibilita di passare sopra o
sotto erano 50% adesso abbiamo le possibilita che si dividono ancora ulteriormente (si
dividono ancora per 2) e dungue ci ritroviamo con il 25% di possibilita di avere la pallina
inA,inB,inCoinD.

Fin qui sembra logico il nostro ragionamento, infatti abbiamo le stesse possibilita del 25%
di ritrovare lapalinain A, B, CoD.

Situazone schematizzata: Osservando lo schema qui accanto possiamo notare
due fasi: lafase 1 che € identica alla situazione uno e
la fase 2, quella che ci interessa di piu in questo
schema.

Nella fase due avviene un'’ulteriore suddivisione dei
cammini, ora la pallina avra la probabilita di risultare
dlafinein A, B, C o D. Questa probabilita secondo
una deduzione logica non potra che essere il 25% per
ogni detettore (in A, B, CeD).

Passiamo adesso ad una terza situazione, un pochino piu complicata, e cerchiamo di
risolverla con le nozioni che conosciamo e con I’aiuto di un po’ di logica
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14, Situazione 3

Stuazione schemati zzata:

e

)
A [0

r

B

Per questo terzo caso € bene partire subito sfruttando lo schema riportato inizialmente,
poiché risulta pit semplice capire la situazione.
Notiamo che questa volta non abbiamo unicamente un tipo di specchietto ma bensi due
tipi:

- uno con riflessione parziale (quello dei cas visti in precedenza)
e - uno con riflessione completa (biglia deviata completamente  percorso unico)

Ora che abbiamo visto i divers cammini che la palina pud percorrere possiamo
cominciare ad analizzare le varie probabilita.

Punto 1:
dopo il primo specchietto con riflessone parziale abbiamo una suddivisione dell’ unico

percorso iniziale in due percorsi.
Deduciamo che abbiamo il 50% delle possibilita che la pallina pass su uno o sull’altro
percorso.

primadello percentuale di riflessione dello dopo lo specchietto incontrato
specchietto specchietto incontrato
| probabilita 100% 50% 50% percorso 1 / 50% percorso 2

Punto 2:
cambiamento completo di direzione dettato da uno specchietto con riflessione completa

(accade in entrambi i due percorsi).

Deduciamo che dopo il secondo specchietto abbiamo il 100% di probabilita di riflessione.
Dobbiamo pero tenere conto del fatto che primala probabilita che la pallina arrivi in quello
specchietto e gia del 50% e quindi sui nuovi percorsi la probabilita di trovare la pallina
restera ancorail 50% delle probabilita che la pallinasiain uno o nell’ atro.
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primadello percentuale di riflessione dello dopo lo specchietto incontrato
specchietto specchietto incontrato
0,
probabilita %02 Sggg;:% 100% 50% percorso 1 / 50% percorso 2
Punto 3:

I"ultimo specchietto ha una riflessione parziale, dunque riflette il 50% delle palline che
arrivano in una direzione e il restante 50% nell’ altra direzione [50% orizzontalmente ()
e 50% verticamente ( )]. Quindi se le probabilita che le palline arrivino orizzontalmente
sono gia del 50%, dopo questo specchietto avremo il 25% delle palline riflesse
verticalmente e il 25% delle palline che proseguono orizzontal mente;

primadello percentualedi riflessione dello dopo lo specchietto incontrato
specchietto specchietto incontrato
0,
probabilita ( peri(c))r/;o 1) 50% 25% percorso 1 / 25% percorso 2

e se le probabilita che le palline arrivino verticamente sono del 50%, dopo questo
specchietto avremo il 25% delle palline riflesse orizzontalmente e il 25% delle palline che
proseguono verticalmente.

primadello percentuale di riflessione dello dopo lo specchietto incontrato
specchietto specchietto incontrato
0,
probabilita (peri(c))r/go 2) 50% 25% percorso 1 / 25% percorso 2

Dunque come totale avremo il 25% + 25% =50% di probabilita che la pallina arrivi in A
(orizzontalmente) e il 25% +25% =50% di probabilita che la palina arrivi in B
(verticalmente).

primadello percentuale di riflessione dello dopo lo specchietto incontrato
specchietto specchietto incontrato
. 50% percorso 1 25% percorsolA / 25% percorsolB
probabilita 50% percorso 2 50% 25% percorso2A / 25% percorso2B
probabilita | 100% percorso 50% 25%+25%=50% in A
totale 1+2 25%+25%=50% in B

Lo schema iniziale completato sara quindi,

)
U
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Logico no? Sembrano calcoli banali, e vi starete chiedendo il perché di questi tre esempi,
siccome e cosi logico e semplice da dedurre.

Ebbene nel mondo microscopico (per questa terza situazione) abbiamo ben altra soluzione
e possiamo vederlo dallo schema qui sotto. Infatti la stessa esperienza vista ora in una
situazione dove le pallina sono fotoni, neutroni o elettroni, quindi a livello microscopico,
da un risultato completamente differente. Otterremo il 100% delle probabilita di ritrovare
la pallina alla fine del percorso in A e il 0% delle probabilita di trovarla il B. Dunque
saremo certi che la pallina giunga in A quanto saremo certi che la pallina non possa mai
arrivarein B.

risoluzione dello schema iniziale secondo le esperienze del mondo microscopico:

O
U

B [0%]

Con quest’ ultima esperienza riusciamo a vedere, grazie ai risultati ottenuti, come il mondo
microscopico deve avere delle leggi differenti da quelle che governano il mondo
MacroScopi co.

Una differenza sostanziale (presente pure negli esempi precedenti) € la localizzazione delle
palline nel percorso:
In un sistema macroscopico (sistema classico) quando la biglia oltrepassa uno
specchietto semitrasparente, si trova confrontata a dover scegliere uno dei due percors
che gli s presentano, e ne percorrera uno solo, lasciando I'altro inesplorato
(naturalmente il percorso sara scelto casual mente).
In un sistema microscopico (sistema quantistico) invece la biglia quando oltrepassa uno
specchietto semitrasparente esplorera entrambi i cammini, quindi € come se fosse
contemporaneamente sia in uno sia nell’ altro. Solo al momento in cui vogliamo sapere
dov’e, apparira in uno dei due, ma sottolineo che solo ed unicamente nel momento
dell’ osservazione potremo sapere dove, cioe in quale cammino, s trova.
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L’ultima situazione ci illustra come il mondo microscopico differisce da quello
macroscopico. Possiamo ora cominciare ad entrare piu specificamente in materia,
spiegando concetti piu tecnici e definendo le regole che governano il mondo microscopico.
Lateoria che spiega cio e chiamata meccanica quantistica o fisica quantistica (MQ o QM).
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2. Leregoledella MQ per una descrizione del fenomeno

2.1. Nozione di stato in fisica classica

Lo stato e I'informazione che I’ osservatore possiede sul sstema che sta studiando. La
posizione e la quantita di moto sono esempi di informazione che I’ osservatore tipicamente
possiede quando studia un punto materiale (PM) nella meccanica newtoniana.

Consideriamo le grandezze fisiche qui sotto come esempio da voler studiare, e poniamo
due stati differenti, cercando cosi di capire meglio le classificazioni di stato e di
informazione:

grandezze fisiche da studiare: {xv, p,E"}
osservabili stato 1: ~ {x, p}
osservabili stato 2: {x, EC‘”}

Nota: lamassam e unaproprietadel sistema conosciuta.

Stato1l:  osservabili conosciute:  {x, p}

Per definireil tipo di informazione che possediamo sullo stato, dobbiamo dapprima vedere
se riusciamo a calcolare le quattro grandezze fisiche che dobbiamo studiare.

Verifichiamo allora se con le due osservabili, la posizione e la quantita di moto, riusciamo
atrovarelavelocitael’ energia cinetica

Consideriamo un istante t, dove possiamo studiare il sistema in analisi, avremo dungue la
posizione x, in funzione del tempo, x(t), e la quantita di moto p, pure in funzione del

tempo, p(t).

Lavelocita v(x) nell’istantet sara quindi: v(x) :%

L’ energia cinetica, la troviamo sostituendo la velocita, e possiamo esprimerla come segue:

—Ar®] " _[pe)]”
m 2m

S (1) :%nﬂv(t)"z 0 E“ () =%

10
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Conclusione:  con lo stato 1 € possibile risalire a tutte le grandezze fisiche studiate
trovandone i valori esatti ad un dato istante. Le informazioni possedute
sono dette di tipo massimale, ossia permettono di trovare tutte le altre
osservabili.

Stato2:  osservabili conosciute:  {x,E°"}

Ripetiamo le stesse operazioni per verificare se con le osservabili fornite dal sistema
possiamo trovare tutte le grandezze fisiche.

Consideriamo di nuovo un istante t, dove possiamo studiare il sistema in analisi. Avremo
dunque la posizione x, in funzione del tempo, x(t), e I’energia cinetica E®, pure in

funzione del tempo, E®(t).

L’ energia cineticanell’istante t € definita come segue:

Ecin (t) - % rr"V(t)”z

edaqui possiamo risalire allanormadellavelocita v, |v||, scrivendola come segue:

ol =2
m

abbiamo quindi I’informazione sullanormadi v(t), manon possiamo sapere néil verso né
ladirezione.

Della quantita di moto possiamo quindi determinarne solo la norma, nel modo seguente:

=il Tl =m0 6 [a)= e

m
come primanon siamo dungue in grado di conoscerne il verso e la direzione.

Osservazione:  abbiamo trovato tutte le grandezze cercate, ma con un esattezza parziale
per la quantita di moto e per la velocita, poiché abbiamo la norma delle
grandezze fisiche, ma non ne conosciamo ladirezione eil verso.

Conclusione:  con lo stato 2 e possibile risalire a tutte le grandezze fisiche studiate
trovandone pero unicamente le norme, mancano le informazioni sul verso
e sulladirezione. Le informazioni possedute dunque sono di tipo parziale,
ossia permettono di trovare altre osservabili manon in modo esatto.

11
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Grazie a questo esempio abbiamo introdotto due tipi di informazioni, che classificano
atrettanti duetipi di stato:

un’informazione di tipo massimale caratterizzera uno stato chiamato puro
mentre

un’informazione di tipo parziale caratterizzera uno stato chiamato misto

Allacciandoci al’esempio precedente lo stato puro e il primo, lo stato 1 con le osservabili
{x, p}, mentre o stato misto & il secondo, lo stato 2 con le osservabili {x, E*"}.

schematicamente possiamo riassumere cosi:

informazione massimale stato puro
informazione parziale stato misto

22.  Nozionedi stato in fisica quantistica e diverse probabilita

Lanozione di stato € un nozione generale di ogni teoria fisica, pertanto la ritroviamo anche
in meccanica quantistica. In fisica quantistica perd uno stato puro non permette di
determinare in modo esatto i valori di tutte le grandezze fisiche, e queste ultime sono in
generale solo conosciute a livello probabilistico.

Dobbiamo ora definire le distinzioni fra i tipi di probabilitd, poiché in fisica quantistica
abbiamo delle probabilita differenti rispetto a quelle classiche.

Le probabilita classiche sono chiamate statistiche, poiché sono dovute ad una mancanza di
informazioni da parte dell’ osservatore (quello che avviene negli stati misti).

In fisica quantistica le probabilita possono essere di tipo statistico (stati misti) o di tipo
oggettivo (stati puri; stati senza una conoscenza assoluta, tipico degli stati di
superposizione').

! gli stati di superposizione li analizzeremo pit approfonditamente in seguito.

12
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2. Leregole delaMQ

Riassumendo in modo schematico il discorso precedente sugli stati abbiamo:

Stati puri
informazione massimae

Stati misti
informazione parziale

fisica
classica
&
fisica
guantistica

fisica
guantistica

conoscenza non statistica dello
stato
1. conoscenzaesatta di alcune
(tutte nel caso classico)
... Qendezze
2. conoscenza probabilistica
oggettiva di alcune grandezze

conoscenza statistica dello stato

conoscenza statistica delle
grandezze

Prendiamo orain considerazione un paio di esempi, il primo di uno stato misto e il secondo
di uno stato puro.

Esempi di probabilita statistica (classica) per un punto materiale (PM) in una dimensione:

stato misto: {x||v|ﬂ

lo stato fornisce al’ osservatore un tipo di informazione parziale, I’ osservatore ha
una conoscenza statistica del sistema (mancanza di conoscenza sullo stato).

Se analizziamo la velocita, notiamo che non possiamo sapere il verso (poiché
abbiamo solo la norma della velocitd), mentre la direzione € unica poiché siamo in
una dimensione.

Possiamo quindi rappresentare la velocita in questo modo (siamo in una
dimensione):

-V \'/

Il tipo di probabilita calcolate in questo caso sono di tipo statistico e le indichiamo
come segue:

1
Prob(st) (v) = E

1
Prob(st) (-v)= E
Se calcoliamo orala media della vel ocita otterremo:

(v>:%v+%(- v)=0

13
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Possiamo concludere che, avendo la norma della velocita come osservabile nello
stato non siamo in grado di avere tutte le informazioni sullo stato studiato, abbiamo
quindi solo una conoscenza parziale, che caratterizza appunto gli stati misti.

stato puro: {x,v}
lo stato fornisce all’ osservatore un tipo di informazione massmale, I’ osservatore ha
una conoscenza non parziale del sistema (lo stato fornisce le conoscenze
necessarie).

Se analizziamo ora la velocita, notiamo che a differenza di prima conosciamo
ancheil verso.

Possiamo quindi rappresentare la velocita in questo modo (siamo in una
dimensione):

Y,

In questo caso abbiamo una probabilita certa:
Prob g, (V) =1

di conseguenza anche lamedia dellavelocita sar&:
(V)=1lv=v

Possiamo concludere che, avendo la vel ocita come vettore (e non pitl come norma)
siamo in grado di avere tutte le informazioni sullo stato studiato, e quindi abbiamo
informazioni massimali, che caratterizzano appunto gli stati puri.

2.3. Interferometro di Mach-Zehnder

L’interferomentro di Mach-Zehnder € strutturato come I’ ultima situazione che abbiamo
preso in considerazione nel capitolo 1 [semplifichiamo I’ interferometro togliendo il fattore
di fase presente su uno dei percorsi].

Funzionamento

S studiano gli effetti quantistici ottenuti immettendo una particella alla volta
nell’interferometro. Questa particella viene inviata come la pallina nell’ esperienza tre.
Vedremo ora in dettaglio il funzionamento dell’interferometro. Da notare che la

14
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trasmissione e rispettivamente la riflessione della particella € dettata dal fattore di
riflessione dello specchietto. Per rendere la situazione piu semplice da analizzare poniamo
% la probabilita trasmissione (50%) e ¥z quella di riflessione (50%).

Il fattore di trasmissione t e il fattore di riflessione r di uno specchietto, sommati devono
dareuno, ossiat+r =1.

Chiaramente in uno specchietto con riflessione completaavremo r =1.

Lo scopo findle é di osservare dove la particella arrivera dopo le varie trasmissioni e
riflessioni, se nel detettore A o nel detettore B. In base a risultato finale potremo vedere
che il risultato per delle particelle microscopiche non & come aspettato con un
ragionamento classico (vedi conclusione classicalogica dell’ esperienza 3).

Rappr esentazione e descrizione della propagazione della particella

Il sistema € una particella, in questo caso inviata lungo I’ asse x

sistema di riferimento:
X

specchio con riflessione
BS1 z
, X . S completa [ SeS?]

specchio con riflessione
parziale [BS1 e BSZ]

invio della particella
nel sistema [in questo .
caso lungo I'asse X]

s BS2 detettore [A e B]

15
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Descrizione del fenomeno:
Una particella viene inviata nel sistema, la quale dopo aver raggiunto il primo

specchietto semitrasparente (BS1) entra in uno stato di superposizione. Questo
significa che la particella esplora entrambi i cammini (delocalizzazione' di una
particella).

BS1
A ‘[0
\1‘/ particella [dopo]
particella [prima] delocalizzata su entrambi i percorsi

In seguito la particella del ocalizzata prosegue fino a raggiungere lo specchioS' iny e
lo specchioS? in x dove viene riflessa completamente.

2
particella [prima] particella [ prima] ——" S
particella [dopo] particella [dopo] .
cambiamento di stato cambiamento di stato \{/
Dopo lariflessione la particella cambia direzione, quella che s propagava lungo I’ asse
X ora prosegue sull’asse y e viceversa per quell’ altra (la direzione destra-sinistra e ato-
basso e determinata dalla posizione dello specchietto).
La particella delocalizzata raggiungera ora |” ultimo specchietto semitrasparente BS2,
dove come primasi ritrovain uno stato di superposizione.
Da cammino lungo I’ asse x abbiamo la seguente situazione:
BS2
particella [dopo]
particella [prima] delocalizzata su entrambi i percorsi

! Concetto di delocalizzazione che sara reso chiaro con I’andlisi dei risultati sperimentali.

16
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dopo aver superato lo specchietto abbiamo la particella in arrivo delocalizzata su
entrambi | percorsi, su entrambi gli ass x ey.

La stessa cosa succede per la particella in arrivo dal cammino lungo I’ asse y, come
mostrato dalla schema qua sotto:

particella [prima]

BS2 ‘T.—i'.'.'.i

particella [dopo]
delocalizzata su entrambi i percorsi

G)

Il risultato che otterremo nel detettore A sara la somma della trasmissione della
particellain arrivo dall’ asse x e dellariflessione della particellain arrivo dall’ asse y; il
risultato sul detettore B sara la somma della trasmissione della particella in arrivo
dall’assey e dellariflessione della particellain arrivo dall’ asse x.

Per dimostrare che il risultato finale ci dira che la particella arrivi con probabilita 1 nel
detettore A abbiamo bisogno della descrizione dello stato della particella nel percorso, le
regole sull’evoluzione dello stato delle particelle nell’interferometro e le regole per il
calcolo delle probabilita.

24.  Gli gati puri nell’interferometro di Mach-Zehnder

Sappiamo che lo stato puro rappresenta I'informazione massmale che abbiamo
concernente il sistema studiato (in questo caso e la particella inviata nell’ inteferometro).
Nell’interferometro di Mach-Zehnder che abbiamo appena visto, risultera piu facile capire
cose lo stato di un sistema in fisica quantistica. In questo caso abbiamo inviato una
particella, lungo I’asse x, I'informazione che possediamo € dunque che la particella s
propaga, prima del BS1, nelladirezione x.

Lo stato della particdlla nel sistema che ha una propagazione lungo I'asse x

(orizzontalmente) 1o notiamo | x) e lo stato della particella con propagazione lungo I’ asse

y lo notiamo| ).
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2.5. Evoluzione ddllo stato nell’ interferometro

Approfondiamo lo stato di propagazione |x) o |y) che abbiamo visto nel paragrafo
precedente, dandogli una descrizione che precisa come cambia nell’ interferometro.

La particella inviata sull’asse x avra uno stato di propagazione | x), che cambiera con il
cambiare del percorso; naturalmente seil percorso e lineare, ossia prosegue (infinitamente)
sull'asse x senza mai trovare cambiamenti, avremo sempre |x) come stato di
propagazione. Ma non € il caso dell’interferometro, infatti subito dopo aver immesso la
particella, con partenza dall’asse x, e quindi nello stato | x), vi & uno specchietto con

riflessione parziale, dunque in parte viene trasmessa (con coefficiente t) e in parte viene
riflessa (con coefficienter).

La trasmissione della particella con stato |x) dallo specchietto con coefficiente di
trasmissione t € \/f| x); la notazione completa per la trasmissione della particella dallo
specchietto si scrive |x) ® \/f|x>.

Mentre la riflessione della particella con stato |x> dallo specchietto con coefficiente di
riflessione r & ix/?|y> con i =+/- 1, osserviamo che dallo stato | x) passiamo allo stato
| y}, poiché da una propagazione sull’asse x passiamo, dopo la riflessione, ad una
propagazione sull’asse y; la notazione completa per la riflessione della particella dallo
specchietto si scrive [x) ® ivr]y).

Per descrivere ora lo stato della particella dopo che essa ha oltrepassato uno specchietto
con riflessione parziale dobbiamo fare nient’altro che una combinazione lineare' tra lo
stato dopo latrasmissione e o stato dopo la riflessione; abbiamo quindi

|X>® \/E|X> combinazionelineare

X® irly) X)® Vt|x)+ivr]y)

! Combinazione lineare possibile siccome lo stato della particella nel sistema & un elemento di uno spazio
vettoriale (vedi approfondimento in seguito).
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Rispettivamente quando la particellasi propaga lungo I asse y abbiamo,

|Y>® \/E|y> combinazione lineare N
¥)® ixr[x) [¥)® Vily) +ivrlx)

L’ altro caso che abbiamo nell’ interferometro e la riflessione completa della particella. La
particella arriva lungo |’ asse x con uno stato di propagazione che abbiamo definito essere

| x) e dopo la riflessione lo stato della particella sara i|y); dunque riassumiamo come

segue |o stato della particella dopo una riflessione completa: |x) ® i|y)

Rispettivamente se la particella arriva allo specchietto con propagazione lungo I'asse y, e
quindi con stato | y), avremo come notazione per il cambiamento di stato: |y) ® i[ x)

2.6. Fattore di fase ndll’interferometro di Mach-Zehnder

Un fattore di fase stabilisce una differenza di percorso nella propagazione della particella, e
questo comporta risultati diversi. Inserendo una fase in un percorso significa agire sulla
propagazione della particella, ossa € come se la particella dovesse percorrere un tratto
aggiuntivo nel percorso, che possiamo chiamare “rallungo” del precorso.

Un “rallungo” del percorso e possibile ottenerlo tramite:
- un sistemadi specchi
- dei campi magnetici
- o dtro ancora...

Il fattore di fase
Indichiamo il fattore di fase con il Smbolo f e vediamo ora come modifica lo stato della

particella quando viene inserito in un percorso.

Secondo la teoria della meccanica quantistica, lo stato |x> dopo un fattore di fase 7
diventa |x)® /|x) con |/|=1.

Prendiamo =re” =r(cosf +isinf)

lacondizione |/| =1 implicache r =1

edunque =¢€”
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Conclusione: |x)® e”|x) &il cambiamento di stato risultato dopo

il “rallungo” ottenuto con un fattore di fase 7 .

Qui sotto raffigurati gli schemi per la propagazione della particella e il suo stato nel
percorso, prima senza nessun fattore di fase e poi introducendo un fattore di fase.

Percorso senza fattore di fase:

P, ~ P,
N\
- stato dellaparticellain Py |x)
- stato dellaparticellain P |x)
quindi |x) ® |x)
Percorso con un fattore di fase:
P, |?| P,
~ ]

- statodellaparticellainPi:  |x)
- statodellaparticellain Pz €|x)
quindi |x)® €”|x)

2.7. Regole per il calcolo delle probabilita oggettive in una misura

Grazie alle regole che vedremo in questo paragrafo saremo in grado di comprendere il
perché del risultato ottenuto nell’ interferometro. Conoscendo gli stati di propagazione della
particella nel sistema possiamo calcolare la probabilita di osservare la particella in un
detettore.
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La probabilita di osservare la particella nel detettore dipende unicamente da quest’ ultimo e
dallo stato della particella, come infatti ricordiamo dallo schema qui sotto:

| Probabilita statistiche. . | | Probabilita oggettive. .. |
€ una probabilita che descrive lo e unaprobabilitaalivello di
stato, e quindi non € una probabilita misure, nonostante la conoscenza
alivello di misure massimale dello stato.

La probabilita oggettiva dipendera
dallo stato.

Introduciamo delle regole generali per il calcolo delle probabilita, che applicheremo poi,
sempre e alivello teorico, ad un paio di sistemi.

Un tipico stato di superposizione |y') & descritto dall’equazione |y ) =a|x)+ b|y) con
a,bil C e|a|2 +|b|2 =1.

Oravediamo laregola delle probabilita nel due casi:
per il detettore A, ossiala propagazionein x, la probabilita di osservare la particellaé
data da:
Prob(A) © Prob(x) =|al’
mentre per il detettore B, ossia la propagazione in y, la probabilita di osservare la
particella e data da:

Prob(B) © Prob(y) =|4["

Prendiamo in analisi due situazioni per cercare cosi di rendere pitu comprensibile il calcolo
delle probabilita.

Il caso pit semplice che possiamo studiare € il propagars di una particellalungo un tratto
rettilineo, senza deviazione alcuna.

Pl Pz
—O D

La particella parte da Py con uno stato |x) e arrivera in P, con uno stato |x), dunque

V) =|x). In questo caso abbiamo a =1 e Prob(x) =|ar|2 :|]]2 =1, quindi il massmo delle
probabilitadi trovare la particellain P,.
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Vediamo ora il cacolo delle probabilita quando il sistema subisce un cambiamento di
stato, quindi cosa succede quando abbiamo una situazione generale: |y ) =a|x) + b]y).

Come scritto sopra |’ esempio che prendiamo orain considerazione € il seguente:

) B a|x)
(8]
bly)
dove a:%,b:i%. Il propagarsi della particella e descritto dall’equazione
|x)® %|x>+i%|y>. Come definito prima, lo stato |y>=ﬁ|x>+i%|y> e la

combinazione lineare degli stati che descrivono la particella nei due percorsi.

Quindi laprobabilita che la particellaarrivi nel detettore A &
1
Prob(A) ==
(A) 5
e laprobabilita che la particella arrivi nel detettore B e:

Prob(B) = %
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3. Considerazioni generali

31 Significato delle probabilita in fisica quantistica

Le probabilita sono una parte fondamentale della fisica quantistica, poiché come abbiamo
accennato gia nel capitolo precedente, sono la fonte principale da cui trarre una conoscenza
oggettiva sul sistema quantistico studiato alivello di misura.

Queste probabilita oggettive ci informano sulle probabilita di ottenere un certo risultato
effettuando una misura (osservazione) sul sistema.

A differenza della fisica classica, dove e possibile avere una conoscenza certa facendo
delle misure, in fisica quantistica € possibile avere una tal conoscenza unicamente
sfruttando il calcolo delle probabilita oggettive, poiché se si interviene sul sistema facendo
delle misure, come s usa abitualmente in fisica classica, s eliminano tutti gli effetti
quantistici interessanti (come lo stato di superposizione, infatti facendo una misura la
particella viene localizzata).

La fisica quantistica sfrutta largamente le probabilita oggettive, perché permettono di
conoscere con quale probabilitd ho un dato risultato se s facesse una data misura, e
siccome la misura in fisica quantistica perturba il sistema (elimina gli effetti interessanti
della quantistica), I’ unica possibilita per conoscere un dato risultato € quelladi utilizzare le
probabilita (oggettive).

Da notare bene che in fisica quantistica rispetto a quella classica, oltre a probabilita
statistiche abbiamo probabilita oggettive, che sono determinate dalle proprieta dello stato
del sistema e dalla misura che si decide di effettuare e non sono dovute ad una mancanza di
informazioni da parte dell’ osservatore.

32. Lamisurain fisca quantistica

L’usuale abitudine classica di intervenire su un dato sistema facendo delle misure per
ottenere dei risultati, significa in fisica quantistica perturbare il sistema studiato,
eliminando cosi effetti essenziali che caratterizzano un sistema quantistico. Possiamo dire
cheinfiscaquantisticail risultato di una misura dipende oggettivamente dal caso.

L’evoluzione del sistemain fisica classica e determinista come pure la misura, poiché non
influisce sul risultato finale. Mentre I'evoluzione del sistema in fisica quantistica e
determinista, ma nella misurasi ha una modifica non determinista dello stato. Per esempio

con lo stato di superposizione |y ) =a|x) + b|y), lamisura attualizza il sistemain |x) oin

| y) in modo non deterministico.
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33.  Proprieta potenziali e attualizzazione

Le probabilita oggettive, tipiche della fisica quantistica, sono strettamente legate alle
proprieta potenziali del sistema.

Infatti il calcolo delle probabilita oggettive € basato sulle proprieta potenziali del sistema,
ogni risultato che s avrebbe se si facesse una data misura € una proprieta potenziale alla
guale possiamo assegnare una probabilita oggettiva.

Una particella si dice che e potenzialmente nello stato |x> e potenzialmente nello stato

|y>, ossia € delocalizzata su entrambi i percorsi se si trova nello stato di superposizione

v )=alx)+bly).

Nell’interferometro di Mach-Zehnder cio corrisponde a fatto che la particella e
potenzialmente siain un percorso sia nell’ altro.

Lo stato di superposizione di un sistema descrive quindi le sue proprieta potenziai, che
determinano la potenzialita della particella di trovarsi in entrambi i percors
simultaneamente.

La misura elimina gli stati di superposizione, attualizzando le potenzialita del sistema
quantistico e fornendo un risultato certo. Questo implical’ azzeramento del sistema studiato
elaperditadi tutti gli effetti di interferenza precedentemente ottenuti.

3.4.  Un esempio cheracchiude benei concetti appena visti

Gli approfondimenti dei precedenti concetti di probabilita oggettiva, misura, proprieta
potenziali e attualizzazione possiamo vederli orameglio in un esempio concreto.

L’ esempio racchiude dunque un insieme di concetti importanti per la fisica quantistica che
potranno trovare una spiegazione pratica utile per un apprendimento piu completo del
concetti.

Cominciamo ad introdurre I’ esempio, spiegando in cosa consi ste:

supponiamo che come situazione iniziale abbiamo due scatole perfettamente identiche ed
una pallina contenuta in una di esse, senza pero sapere quale delle due sia.

Nella fisica classica sappiamo con certezza che la pallina deve essere o0 in una o
nell’atra scatola e per dire questo ci basiamo su un calcolo di probabilita statistiche
(avremo infatti %2 di probabilitache siain unae2di probabilita che sia nell’ atra).

Nellafisica quantistica abbiamo una situazione un po’ differente, infatti sappiamo che
la nostra pallina & potenzialmente in una scatola come € pure potenzialmente
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nell’altra scatola, cioé significa che fino quando non verra aperta una scatola non
potremo sapere dove la pallina si trova poiché giace in uno stato di delocalizzazione
(ossia e localizzata potenzialmente in entrambe |e scatole).

Vediamo la situazione dell’esempio in modo schematico con |’accompagnamento di
spiegazioni punto per punto.

Cio che ci s presenta ora € la situazione inizide (al’istante t=0 con determinate
condizioni del sistema fisse) e questa Situazione, una volta fatta la misura (aperta la
scatola), ritorna al’istante iniziale (t =0) con le stesse invariate caratteristiche iniziali,
tenendo perd unicamente conto del risultato della misura.

Schema dell’ esperienza

Situazione
e @ © | ® | © |- | ©
fisica ( ( ) ||
quantistica O O
[MQ] \, J \ \ J J \\ J |\ J \\ J
fis'ca { ' N\ { '
classica O ][O
[MC] \ J \ J J \ J \ J

~

~

illustrazione del concetto di “ritorno all’istante t =0”

lineadel tempo
linea degli eventi

Osservazione:

—

I

1

i caso da scartare [si azzererebbe tutte
le successive esperienze in MQ]

—

Y'Y

I
1
—
istante t =0 istante t = ...

useremo la seguente notazione per indicare la presenza della pallina
nella prima scatola: (3,0
e quest’altra notazione per indicare la presenza della pallina nella
seconda scatola: 6;1)
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Punto 1. (situazioneiniziale 1)

Abbiamo |le due scatole nell’istante t =0 e con un preciso stato della pallinain esse. Siain
fisica quantistica che in fisica classica non sappiamo in quale scatola la biglia sia e per
saperlo non possiamo far altro che aprirne una.

Punto 2: (Situazione 1;)

Nella 1; abbiamo aperto |le scatole che avevamo nella situazione iniziale (la 1), facendo la
prima misura.

Nel caso della MQ la misura attualizza la palina in una determinata scatola, ad esempio
nella prima, eliminando le proprieta potenziali e dunque gli stati Si superposizione.

Mentre nel caso della MC la misura ci dice, ad esempio, che la pallina € nella seconda
scatola (ricordiamo che in questo caso la misura non modifica in acun modo il sistema,
poiché la pallina o s trovava o non s trovava in quella scatola. Differente in fisica
quantistica poiché la palina si trovava potenzialmente in una scatola come potenzialmente
si trovava nell’ altra scatola).

[esito prima misura: MQ (1,0); MC (0,1)]

Ponendo che dopo aver fatto lamisura si possaritornare alla situazione iniziale (come se s
riavvolgesse un film o meglio come se s potesse ritornare indietro nel tempo fino
al'istante t =0), ma tenendo conto del primo dato registrato ripetiamo |’ operazione una
seconda volta

Punto 3: (situazione 1)

Dopo la seconda misura notiamo che nel caso classico I'esito finale & uguale (dunque
troviamo la pallina nella seconda scatola) mentre nel caso quantistico I'esito finale
differisce, la pallina non € piu nella prima scatola come dopo la prima misura ma bensi
nella seconda.

[esito secondamisurac  MQ (0,1) ; MC (0,1)]

Punto 4. (situazione 13)

La terza misura (considerando sempre la 1 come situazione di partenza) ci da lo stesso
risultato ottenuto con la misura precedente.

[esito terza misura: MQ (0,1);MC (0,1)]
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Punto 5: (situazioni intermedie 1 fino ad arrivare all’ ultima situazione 1,)

Continuiamo ora afare altre misure, fino ad arrivare ad un numero abbastanza elevato, cosi
da poter giungere ad una conclusione.

Se procediamo sempre nella stessa maniera, anche per le esperienze successive, noteremo
che nel caso della MC avremo sempre la palina nella seconda scatola, grazie al
determinismo della misura classica, e quindi la probabilita di trovare la pallina nella
seconda scatola (poiché abbiamo stabilito che si riparte sempre con la precisa ed identica
situazione iniziale, uguale sia nell’istante t che nelle condizioni del sistema).

Mentre nel caso della MQ, dopo un numero consistente di misure, potremo concludere
dicendo che Y2 e la probabilita di trovare la pallina in una scatola e %2 € la probabilita di
trovare la pallina nell’ altra scatola (non determinismo della misura).

Tabellariassuntiva delle misure fatte e del vari esiti finali

esperienza MQ MC

1 (1,0 (0,1)

1 0,1) (0,1)

1 0,1) (0,1)

1 (0;1) (6;1)

15 (L0 (6;1)

1, (L0 (6;1)

constatazione % (1;0) 1(0;2)

finale o] [sempre
[probabilita...] | %2 (0;1) in (0;1)]

Conclusione: in fisica classica la misura non influenza lo stato (determinismo), mentre al
contrario in fisica quantistica la misura modifica lo stato (non
determinismo; la misura eimina gli effetti di interferenza: proprieta
potenziali, stati di superposizione, ecc.).

Breve discussione sull’ esperienza riprendendo i concetti prima analizzati.

Il fatto di avere la meta delle probabilita di trovare la pallina in una delle due scatole e
determinato dalla differenza fra la probabilita che abbiamo nel caso MC e la probabilita
che abbiamo nel caso MQ.

In MC &, come detto precedentemente, una probabilita di origine statistica, mentre in MQ
abbiamo una probabilita oggettiva (definita/tipica appunto dallafisica quantistica).
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Cio dipende dal tipo d’'informazione che abbiamo sul sistema inizide, infatti nel caso
classico abbiamo un informazione parziale (dettata dall’ ignoranza dell’ osservatore) mentre
nel caso quantistico abbiamo un informazione massimale non assoluta, fin quando non
verra aperta una scatola, dove a questo punto avremo un informazione massimal e assol uta.

I fattore che rende difficile la comprensione e I’analisi dei sistemi quantistici € la misura,
poiché quando in un sistema viene effettuata una misura, per determinare dove la particella
(o fotone o nel caso dell’ esempio: la pallina) si trovi, in quell’istante s elimina lo stato di
superposizione, attualizzando la particella.

Dungue in un sistema quantistico dobbiamo fare una scelta: 0 scegliamo di mantenere gli
effetti di interferenza (tipici di un sistema quantistico) o scegliamo di conoscere in modo
esatto il sistema facendo una misuramaeliminando gli effetti di interferenza.

35 Lo spazo vettoriale

Vediamo ora perché si necessita di uno spazio vettoriale per rappresentare gli stati puri in
un sistema quantistico.

Abbiamo due necessita per stabilire perché dobbiamo avere obbligatoriamente uno spazio
vettoriale. Il primo é tramite |’analisi della composizione dello stato, e il secondo e tramite
I’analisi del calcolo delle probabilita oggettive.

Primo:
Lo stato puro |y ) = a|x)+ b|y) & la combinazione lineare degli stati di superposizione

|x> e |y> della particella nei percorsi. Dunque se o stato puro € una combinazione lineare

di stati, possiamo concludere che il sistema necessita di uno spazio vettoriale per poter
esser rappresentato.

Infatti la propagazione della particella in x possiamo scriverla nelle sue componenti
vettoriali come segue:

%)=

e la propagazione della particella in y possiamo scriverla nelle sue componenti vettoriali
come segue:
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Quindi lo stato | y) possamo scriverlo nelle sue componenti vettoriali come segue:

1 0
y)=alx)bly)=a  +b) =0+ =8

Secondo:
Le probabilita oggettive che vengono usate in fisica quantistica sono definite da un
prodotto scalare, operazione che si pud definire solo in uno spazio vettoriale.

Definiamo il prodotto scalare (x)y ) che useremo per trovare le probabilita di misurare la

particellain x (Prob(x)) eil prodotto scalare (y|y' ) che useremo per trovare le probabilita
di misurare la particellainy (Prob(y)).

Vediamo ora due metodi possibili per ritrovare le regole delle probabilita nel due casi (in x
ey):

Metodo 1:
Per il detettore A, ossiala propagazione in x, la probabilita di osservare la particellaé
data da:
- Pron() =[(xly ) =| 2=|a|2
0 b

mentre per il detettore B, ossia la propagazione in y, la probabilita di osservare la
particella é data da:

2 0 ?
- F’I’Ob(y):|<yb/>| :‘ . Z =

oppure,
Metodo 2:

Selo stato |y ) =a|x)+ b|y) & lacombinazione lineare degli stati che descrivono la
particellanei due percors, alora

applicando le regol e abbiamo:

2

- Prob(a) =[xy ) =(xlax) +(x|ey)f =la (x}<) + b {xly) | =laf
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- Prob(B) =(yly )| ={ylax) +(y|y)|"=|a {ylx) +b (yly) | =[¢]

Quindi la probabilita che la particella arrivi nel detettore A €:
Prob(A) © Prob(x) =|al’

e laprobabilita che la particella arrivi nel detettore B e:
Prob(B) © Prob(y) =|4[
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4. Modellizzazione di alcune esperienze

Prendiamo in considerazione alcune esperienze fondamentali per la comprensione dei
sistemi quantigtici. In parte sono situazioni e schemi che abbiamo gia commentato e
analizzato in precedenza.

L’introduzione di alcuni schemi con la particolarita del fattore di fase ci permettera ci
comprendere meglio il termine: superposizione degli stati e delocalizzazione.

Nelle situazioni seguenti considereremo sempre un fotone come sistema, e analizzeremo la
sua propagazione durante |’ esperienza.

41 Alcune esperienze semplici

Cominciamo con lo studio di schemi base, dove la propagazione della particella non
subisce numerosi cambiamenti di direzione.

Nota: definiamo il valore dei coefficienti di trasmissione t e rifrazione r per le
esperienze che vedremo:
t=r= 1
2

[ricordiamo che lasomma dei coefficienti deve sempredare 1. t+r =3 +1 =1]

Esperienza 1: invio di un fotone con una riflessione parziale

Invio di un fotone nello stato |x> e studio del cambiamento di stato del fotone dopo che
incontra uno specchietto con riflessione parziale. Calcolo successivo delle probabilita

SR

invio con stato |x): x) 5
- A

ivrly)
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descrizione del cambiamento di stato dopo che il fotone incontra lo specchietto con
riflessione parziae:

1x)® +t|x)+ir|y)

statoiniziale combinazione lineare degli stati |x) e | y),
del fotone superposizione del fotone delocalizzato nei

due percorsi (inx ey)

Calcolo delle probabilita oggettive che il fotone arrivi
nel detettore A:  Prob(A) :|\/f|2 | %|2 =1

2

e  nel detettore B: Prob(B):|i\/F|2 |||2|\/%

1
2

Esperienza 2: invio di un fotone con piu riflessioni: parziale-parziale

Invio di un fotone con stato |x> e studio del cambiamento di stato del fotone dopo che

incontra uno specchietto con riflessione parziale. Dopo questo cambiamento di stato s
presenta di nuovo uno specchietto con riflessione parziale su entrambi i nuovi percorsi,
modificando nuovamente lo stato del fotone. Calcolo successivo delle probabilita

invio con stato |x): ) . Vix) . B® tx)
i‘/r|y> i\/ﬂ)’)
>0 - 1)
© iVrt]y)

descrizione del cambiamento di stato dopo che il fotone incontra il primo specchietto con
riflessione parziae:

1X)® +t|x)+ivr|y)
statoiniziale b'- ione li degli stati ,
toziale combinazione lineare degli stati |x) e | y)

superposizione del fotone delocalizzato nei
due percorsi (inx ey)
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descrizione del cambiamento di stato nel due percorsi (generati dopo il primo specchietto)
dopo che il fotone incontra il secondo specchietto con riflessione parziale:

percorso in x:

Jix) ® \/f(\/f|x>+i\/?|y>)=t|x>+ix/ﬁ|y>

parte dello stato di superposizione  combinazione lineare degli stati |x) e | y),
del fotone in arrivo dal percorso inx superposizione del fotone delocalizzato nei due
percorsi (in x ey) chearrivano ai detettori A e B

percorso iny:

Tl @ W WElY) i) = o) +4itly)

parte dello stato di superposizione  combinazione lineare degli stati |x) e | y),
del fotonein arrivo dal percorsoin'y superposizione del fotone del ocalizzato nei due
percorsi (in x ey) chearrivano ai detettori Ce D

Descrizione del cambiamento di stato nell’ esperienza:
[x)® (ix) +ivrt[y))+ (1) +ivr]y)
- percorsoin x percorsoiny

statoiniziale  combinazione lineare degli stati |x) e | y),

del fotone superposizione del fotone delocalizzato nei 4 percors
(chearrivano a detettori A, B, C, D)

Calcolo delle probabilita oggettive cheil fotone arrivi
nel detettore A: Prob(A) = [t 4" =2

2
nel detettore B: Prob(B) = |i\/ﬁ|2 |i|2 /%x%r =1

nel detettoreC: ~ Prob(C) =|- r|* |- 4" =1

2

e nel detettoreD:  Prob(D) :|i\/ﬁ|2 |i|2|\/%|2 =1
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4.2,
Nota:
segue qui sotto:
percorso 1.
TS
S/ N\,
-
\
\
\
AN
~ /
-~ \Qr.{.>..D
O
Esperienza 3:

Alcune esperienze con I'interferometro di Mach-Zehnder

guando nelle esperienze s parla di percorso 1 e percorso 2 vanno intes come

percorso 2.

|
\

N\
\\/I percorso 1 ﬁ""/ -~ \\/‘ percorso 2
\ <
; \

\ \
S N—>—%->-D

invio di un fotone con piu riflessioni: parziale-completa-parziale

[interferometro di Mach-Zehnder senza fattore di fase]

Invio di un fotone con stato |x> e studio del cambiamento di stato del fotone dopo che

incontra:

- uno specchietto con riflessione parziale

- uno specchietto con riflessione completa

einfine

Calcol o successivo delle probabilita

invio con stato |x):

[x) :

Vix)

- uno specchietto con riflessione parziale

ivr|y)

- r]x)

iVty)

LS - VrE|x)- irt]x) = - 247 x)

*

® - ir]y)+itly) = (it- ir)y)
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descrizione del cambiamento di stato dopo che il fotone incontra il primo specchietto con
riflessione parziae:

1X) ® +t|x)+ivr|y)

percorsol percorso 2

statoiniziale combinazione lineare degli stati |x) e | y),
del fotone superposizione del fotone delocalizzato nei
due percorsi (inx ey)

descrizione del cambiamento di stato dopo che il fotone incontra 1o specchietto con
riflessione completa:

percorso 1in x:
Vi) @ Villy)=ivtly)
parte dello stato di superposizione parte dello stato di superposizione del fotone dopo la
del fotonein arrivo dal percorsoin x riflessione completa. (il fotone prosegueiny)

percorso 2iny:
ix/?|y>® i\/?(i|X>)= - \/F|X>

parte dello stato di superposizione parte dello stato di superposizione del fotone dopo la
del fotonein arrivo dal percorsoiny riflessione completa. (il fotone proseguein x)

descrizione del cambiamento di stato dopo che il fotone incontra il secondo specchietto
con riflessione parziale:

percorso 2in x:
-JTlxp@ - SPE ) #idrly)) = - Vit x) - irly)

parte dello stato di superposizione parte dello stato di superposizione del fotone dopo la
del fotonein arrivo dal percorsoin x secondariflessione parziale

percorso1liny:
iVt y) ® ivelVely) +ivr]x) = - irE ) +iy)

parte dello stato di superposizione parte dello stato di superposizione del fotone dopo la
del fotonein arrivo dal percorsoiny secondariflessione parziale
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Descrizione del cambiamento di stato nell’ esperienza:

X)® (- Vrt]x) - ivrtx))+ (- iry) +it)y)) = - 24rt]x) +it- r)y)

percorsi 2+1inx percosri 2+1 iny
statoiniziale  combinazione lineare degli stati |x) e | y),
del fotone superposizione del fotone delocalizzato nei due
percorsi (chearrivano ai detettori A e B)
Calcolo delle probabilita oggettive che il fotone arrivi
2 2
nel detettore A Prob(A) =|- 24| | 2.2 %| =1

e neldetettoreB:  Prob(B) =|it- ir]* =[itt- r)]* fi’lz- 4" =0

Esperienza 4: invio di un fotone con piu riflessioni: parziale-completa-parziale
[interferometro di Mach-Zehnder con fattore di fase]

Invio di un fotone con stato |x> e studio del cambiamento di stato del fotone dopo che

incontra: - uno specchietto con riflessione parziale
- un fattore di fase / lungo uno dei due percorsi

- uno specchietto con riflessione completa
einfine - uno specchietto con riflessione parziale

Calcolo successivo delle probabilita

invio con stato |x):

-

R N CAE
[

ivr]y) i€ Vi|y)

VI e R ¢/ itlx) =- VitlL+e’)x)

® - ir|y>+ie‘ft|y>=i(e"‘t- r}y)
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descrizione del cambiamento di stato dopo che il fotone incontra il primo specchietto con
riflessione parziae:

1x) ® +t|x)+ivr|y)

percorsol percorso 2

statoiniziale combinazione lineare degli stati |x) e | y),

del fotone superposizione del fotone delocalizzato nei
due percorsi (inx ey)

descrizione del cambiamento di stato nel percorso 1 dopo che il fotone incontrail fattore di
fase f:

Jix)® & Vijx)

parte dello stato di superposizione parte dello stato di superposizione
del fotonein arrivo dal percorsoin x del fotone dopo il fattore di fase f

descrizione del cambiamento di stato dopo che il fotone incontra lo specchietto con
riflessione completa:
percorso 1 in x:
¢ \x)® e ifly)=ie" ¥i]y)

parte dello stato di superposizione del parte dello stato di superposizione del fotone dopo
fotonein arrivo dal percorso in x dopo lariflessione completa. (il fotone proseguein y)

il fattore di fase f

percorso 2iny:
ix/?|y>® i\/?(i|X>)= - \/F|X>

parte dello stato di superposizione parte dello stato di superposizione del fotone dopo la
del fotonein arrivo dal percorsoiny riflessione completa. (il fotone proseguein x)
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descrizione del cambiamento di stato dopo che il fotone incontra il secondo specchietto
con riflessione parziale:
percorso 2in x:
V) ® - A VEX) +iNTy)) = - e x) - iry)
parte dello stato di superposizi o_ne parte dello stato di super_posi zione del fotone dopo la
del fotonein arrivo dal percorsoin x secondariflessione parziale
percorso1liny:
e’ Vt|y) ® i€’ VE[VE|y) +ivr|x))= - € Vrt|x) +ie"t]y)

parte dello stato di superposizione del parte dello stato di superposizione del fotone dopo
fotonein arrivo dal percorsoiny laseconda riflessione parziale

Descrizione del cambiamento di stato nell’ esperienza:
)@ [ Ttx)- & Tt[x))+ (- irly) +ietly)) = - Vitl+ e )x) +ilet- r)y)
percors 2+1inx percosri 2+1 iny

statoinizille  combinazione lineare degli stati |x) e | y), superposizione del fotone
del fotone delocalizzato nei due percorsi (che arrivano ai detettori A e B)

Calcolo delle probabilita oggettive cheil fotone arrivi
nel detettore A:  Prob(A) = | \/ﬁ(l+ e"]z | \/%|2|1+ e"‘|2 = %|1+ ei"|2
e nel detettoreB:  Prob(B) :|i(e"t - rr |i|2|e"%— %|2 :|%|2|e" - ]r :%|e‘f - ]r
=1

usando I’ opportuna sostituzione matematica possiamo riscrivere le probabilita oggettive
nei due detettori nel modo seguente:

sostituiamo usando €/ =cosf +isinf:
quindi abbiamo,
nel detettore A:

Prob(A) = 4L+ cosf +isinf|* = 4 (1+ cosf)
e nel detettore B:
Prob(B) = 4|cosf +isinf - 1°

$(1- cosf)

39



Delocalizzazione e crittografia quantistica 4. Modellizzazione di alcune esperienze

Nota: ledimostrazioni complete di come si passa da %‘1+ e’ a 1(1+cosf)

(viceversa da %‘e‘f - :q2 a +(1- cosf)) sono aggiunte in appendice, nella

sezione “ 6.1. formule e dimostrazioni matematiche’ .

Per evidenziare quanto I'inserimento di un fattore di fase possainfluire sul risultato finale,
proviamo a dare un valore concreto e rifacciamo il calcolo delle probabilita.

Ponendo 7 = p calcolo le probabilita oggettive che il fotone arrivi
nel detettore A:  Prob(A) =3(1+cosf) $(1+cosp)=0
=1

e nel detettoreB:  Prob(B) =1(1- cosf) $(1- cosp)=1

=1

43.  Conclusioni tratte dalle esperienze

Dopo queste esperienze, soprattutto dopo quelle fatte con I'interferometro di Mach-
Zehnder, abbiamo ora una conoscenza concreta sulle probabilita oggettive che il fotone (o
una particellain generale) arrivi in uno piuttosto che nell’ altro detettore.

Il concetto di superposizione, quindi del fotone delocalizzato in entrambi i percors,
possiamo dimostrarlo molto bene usando un fattore di fase.

Come visto nell’ ultima esperienza, nell’interferometro di Mach-Zehnder con inserito un
fattore di fase su uno dei percors, notiamo che il fattore di fase presente solo su un
percorso, influisce sul risultato finale di detezione. Il fattore di fase € in grado di cambiare
completamente I'esito dell’esperienza, riuscendo perfino ad invertirlo (passando dal
massimo di probabilita di detezione in A e nullo in B a massimo di probabilita di
detezionein B enulloin A).

Cio significa che seil fotone non avesse uno stato di superposizione aloral’inserimento di
un fattore di fase non sarebbe in grado di influenzare del tutto I'esito dell’ esperienza,
mentre come abbiamo visto, I'inserimento di un fattore di fase pud determinare un
cambiamento totale sulla detezione finale. Questo implica dungue che il fotone ha uno
stato di superposizione, ossia S delocalizza su entrambi i percors quando supera ad
esempio uno specchietto con riflessione parziale.
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4.4, Test della bomba di Elitzur-Vaidman

Lo scopo di questo test e di dimostrare che la fisica quantistica permette controllare
qual cosa che avrebbe potuto accadere ma che non & accaduto.

Situazione che i filosofi chiamano controfattuale, ossia nel nostro caso, abbiamo una
gamma di possibilita che potrebbero verificars, ma di tutte queste possibilita se ne verifica
unicamente una, scartando cosi le altre (come detto prima, qualcosa che avrebbe potuto
accadere, ma che non e accaduto).

Descrizione del test di Elitzur-Vaidman:
Immaginiamo di avere un insieme di bombe, le quali hanno come detonatore uno

specchietto ultrasensibile, che a solo contatto con un fotone s sposta ed innesca
I’ esplosione.

Tra queste bombe perd ve ne sono alcune difettate, che hanno lo specchietto inceppato,
dungue non possono esplodere.

L’ obbiettivo che abbiamo e di conoscere quali sono le bombe funzionanti e quali quelle
difettate. Se ci affidiamo ad un sistema classico, I’unico modo per sapere quali tra esse
sono buone e quali no é di provare ad innescare I’ esplosione, ma cosi perdiamo le bombe
poiché esplodono.

La fisica quantistica ci offre invece la possibilita di scoprire quali tra esse sono quelle
funzionanti, cosi da poterle separare da quelle difettose.
Premettiamo gia da subito che non sara possibile salvare tutte le bombe inesplose.

Schematizzazione e spiegazione dell’ esperienza di Elitzur-Vaidman

x) :
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L’ esperienza di Elitzur-Vaidman € costruita sulla base dell’interferometro di Mach-
Zehnder, questo ci da gia una conoscenza del sistema (conosciamo gia il propagarsi del
fotone nel sistema grazie a capitolo sull’ interferometro di Mach-Zehnder).

L’ unica variazione rispetto al Mach-Zehnder & che lo specchietto con riflessione completa
posto sul percorso 1 (in ato a destra) nel caso di una bomba funzionante si trasformain un
apparecchio di misura.

Per sapere in quale detettore arrivera il fotone, colleghiamo sia a detettore A sia a
detettore B unalampadina, la quale si accendera quando il fotone raggiungera il detettore.

Con guesto test ci troviamo di fronte due tipi di situazioni:
- laprima, quando la bomba e difettata
e - la'seconda, quando la bomba é funzionante

Caso in cui labomba ¢ difettosa

Dobbiamo considerare innanzitutto il punto chiave della bomba difettosa, ossia lo
specchietto inceppato, che possiamo tradurlo in un normale specchietto fisso con
riflessione completa.

Cio ci dalapossibilitadi considerare I’ esperienza nello stesso modo dell’ interferometro di
Mach-Zehnder, e quindi sappiamo gia da subito, grazie ale esperienze precedenti, il
risultato finale della misura.

Sappiamo con certezza (cioé con probabilita 1) che il fotone giungera nel detettore A, e
quindi vedremo accendersi la lampadina in A mentre la lampadina in B restera sempre
spenta.

Caso in cui labomba e funzionante

Il punto essenziale in questo caso € ancora lo specchietto con riflessione completa della
bomba, poiché funge da apparecchio di misura, e quindi €il parametro che ci faravariareil
risultato finale rispetto quello ottenuto in precedenza nel caso della bomba difettosa.
Siccome lo specchietto ha la funzione di apparecchio di misura, abbiamo un’ulteriore
suddivisione dafare, in altri due casi:

-caso 1: il fotone non viene misurato dallo specchietto mobile
(quindi I’ apparecchio di misura dato dallo specchietto con riflessione
completa della bomba, effettua la misura ma trova che il fotone non é su
quel percorso)
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- caso 2: il fotone viene misurato dallo specchietto mobile

Infatti su un gran numero di misure scopriremo che le probabilita che la particella venga

misurata tramite lo specchietto mobile delle bomba sono 4. Dunque abbiamo ; di
probabilita che il fotone si propaghi lungo il percorso 1 eil restante < di probabilita che s

propaghi lungo il percorso 2 dopo la misura.

Prob(percorsol) =4

Prob(percorso 2) = 2

Importante notare che in entrambi i casi gli effetti quantistici di interferenza vengono
annullati dalla misura fatta dallo specchietto mobile. Cio provoca la trasformazione degli
stati di superposizione, creatisi dopo il primo specchietto iniziale, a stati misti in cui si ha
1 di probabilitadi averelo stato | x) e 4 di probabilitadi averelo stato |y).

Analisi del caso 1: il fotone non viene localizzato nel precorso 1

Il fotone non viene misurato dalla bomba, quindi sappiamo che s propaga lungo il
percorso 2.

A livello schematico possiamo ridurre |’ esperienza come segue:

possamo tradurre lo stato del fotone nel ;
percorso 2 in |x), poiché lo specchietto \ |
mobile situato sul percorso 1 ha misurato
che il fotone non si propaga da quella parte. )

Quindi dopo la misura guardando | x> abbiamo la seguente situazione:

1X)® V| x)+ir|y)
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con le seguenti probabilita cheil fotone giungain A e B:
2
PrObpercorsoz(A) = ‘\/%

PrObperoorsoz(B) = ‘I\/% i =

Dobbiamo perd ponderare queste probabilita con il fattore < di avere lo stato |x> dopo la

misura data dallo specchietto mobile. Quindi la probabilita totale che il fotone arrivi in
questo caso nei detettori A eB e

— 141 —1
PrObpercorsoz(A) - Exi — 2

PrObpercorsoz(B) =3’5=%

2 2 4

Analisi del caso 2: il fotone viene localizzato nel precorso 2

Il fotone viene misurato dalla bomba, la quale esplodera. Sappiamo quindi che il fotone s
propaga lungo il percorso 2.

A livello schematico possiamo ridurre I’ esperienza come segue:

) " possiamo tradurre lo stato del fotone nel
o N percorso 1in |y), poiché lo specchietto
\ ) mobile incontrato ha misurato (facendo

\ esplodere la bomba) che il fotone s
propaga lungo questo percorso

Quindi dopo la misura guardando | y) abbiamo la seguente situazione:
ly)® Vt|y)+ivr|x)

con le seguenti probabilita cheil fotone giungain A e B:

PIODyer0r02(A) = i3

PrObpercorsol(B) = ‘\/% i

2
=1
2

=1
2
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come prima dobbiamo pero tenere ponderare queste probabilita con il fattore 3 di averelo
stato |y) dopo lamisura data dallo specchietto mobile.
Quindi la probabilita totale che il fotone arrivi in questo caso nel detettori A eB e

PrObpercorsol(A)

NI

PrObpercorsol(B)

1
4

Concludendo riassumiamo la probabilita totale che il fotone arrivi nel dettettore A e nel
detettore B:

Prob,,,.(B) = Prob

percorsol

Quindi nel caso di una bomba funzionante, non abbiamo piu come prima un@nica
possibilita di detezione, ma abbiamo pure la possibilita che il fotone possa arrivare nel
detettore B.

Questo ci permette di distinguere parte delle bombe funzionanti. Non € infatti possibile
salvarle tutte, poiché una parte di esse esploderanno e nel caso non dovessero esplodere
abbiamo ancora meta delle possibilita che il fotone arrivi nel detettore A (e quindi abbiamo
la stessa soluzione che otteniamo con una bomba difettosa) e meta delle possibilita che il
fotone arrivi nel detettore B. L'unico caso che ci permette di distinguere le bombe
funzionanti dalla altre é I’ ultimo citato, ossia quando il fotone arriva nel detettore B, ma
cio significa che € possibile salvare unicamente 4 delle bombe funzionanti (vedi schema

sotto per una migliore comprensione).

caso 1l caso 2
[bomba difettosa] [bomba funzionante]

Prob(A) =1 Prob(nonesplode) =1 | Prob(esplode) = 1

/N

Prob(A) =3 Prob(B) = 1

Notiamo che la probabilita che il fotone arrivi al detettore B (e quindi che ci dala certezza
che labomba e funzionante) risulta essere nel totale dell’ esperienza unicamente % .
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Conclusione finale sull’ esperienza di Elitzur-Vaidman

Il test della bomba di Elitzur-Vaidman ci mostra la differenza tra la fisica classica e quella
guantistica. Grazie a questa esperienza abbiamo visto come grazie alafisica quantisticasia
possibile risolvere problemi chein fisica classica non € possibile risolvere.

46






Delocalizzazione e crittografia quantistica 5. Discussione sui temi di principal e importanza

5. Discussione sui temi di principaleimportanza

Riassumiamo ora tre argomenti fondamentali della fisica quantistica, che abbiamo trattato
durante tutto il discorso.

Questi punti sono essenziali nella teoria quantistica, ed € per questo motivo che né
sottolineo di nuovo I'importanza citandoli nuovamente in modo esplicito.

51. Il principio di indistinguibilita

Principio che descrive, senza spiegarne il perché, le condizioni per le quali una particella
interferisce con se stessa. Ricordiamo che € fondamentale avere una sola particella alla
volta nell’ interferometro.

Quando una particella pud esplorare piu percorsi per arrivare ad uno stesso detettore e
dopo la misura i percorsi diventano irriconoscibili, s creano effetti di interferenza: € il
principio di indistinguibilita.

Le esperienze semplici, cosi chiamate nel capitolo 4.1., ossia quelle dove la particella
arriva a detettori diversi tramite percorsi ben distinti, non considerano affatto il principio di
indistinguibilita, poiché risulta sempre ben definito il percorso scelto dala particella
nell’ esperienza.

Mentre nelle esperienze quali ad esempio quelle con I'interferometro di Mach-Zehnder s
applica il principio di indistinguibilita, perché i percorsi esplorati dagli stati di
superposizione della particella nell’ esperienza si intersecano prima di arrivare ad un dato
detettore e quindi dopo la misura risulteranno indistinguibili.

5.2. Ruolo del fattore di fase

Grazie a fattore di fase abbiamo dimostrato la delocalizzazione della particella in piu
percorsi. La modifica infatti di uno dei percorsi con I'inserimento di un fattore di fase,
comporta un cambiamento nel risultato finale dato da entrambi i percorsi, nel senso che é
I’esito di tutte le particelle ad essere modificato. Cio implica la necessita dell’ esistenza
degli stati di superposizione per la particella.

Inoltre ci permette di studiare meglio un sistema quantistico, poiché possiamo comparare
vari risultati ottenuti con esperienze simili che differiscono unicamente per una differenza
di percorso (data dal fattore di fase), e questo ci da la possibilita di trarre importanti
conclusioni, quali la dimostrazione sperimentale della delocalizzazione di una particella e
degli stati di superposizione.
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53. Lacomplementarita

In fisica quantistica la conoscenza della propagazione (il percorso) e la conoscenza della
misura (il detettore) sono due informazioni complementari. Come visto nell’ esperienza con
I'interferometro di Mach-Zehnder abbiamo gli effetti di interferenza solo se non ci
interessiamo a conoscere da dove passa la particella, infatti se operiamo una misura su un
cammino (Bomb testing) perdiamo le interferenze.

Entrambe sono informazioni che si escludono a vicenda, come abbiamo visto con il
principio di indistinguibilitd, ma che nel contempo s completano a vicenda, infatti in
un’ esperienza ciascuno di questi due aspetti s manifesta esclusivamente a spese dell’altro
(e una proprieta della particella che esclude la conoscenza di entrambe le informazioni
contemporaneamente).

In altre parole si ha una complementarita tra la conoscenza del percorso scelto dalla
particellae gli effetti di interferenza.
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6. Crittografia quantistica

Questo nuovo sistema di crittografia sta prendendo sempre piu importanza nell’ attuale
mondo moderno. |l fatto di riuscire a trasmettersi delle informazioni criptate, protette da
una parola chiave, riuscendo a scambiarsi la parola chiave con una sicurezza assoluta,
sapendo che nessuno I'ha intercettata e dunque che nessuno la conosca, risulta
un’importante passo avanti nel campo delle comunicazioni segrete (e sicure).

In questo capitolo esamineremo il funzionamento di questo sistema, e vedremo come sia
possibile conoscere quando I’ informazione inviata € sicura e quando e corrotta (intercettata
da una spia).

Il problema dei messaggi crittografati consiste nel trasmettere la chiave di codifica senza
che nessuno la possa intercettare. Purtroppo utilizzando sistemi di comunicazione basati su
canali classici cio non e possibile, ma grazie alla fisica quantistica questo problema viene
risolto, e quindi |a segretezza della chiave diventa massima.

Prima di iniziare subito esaminando un sistema di crittografia moderno, vorrei introdurre
gualche accenno storico, cosi da poter conoscere, almeno in piccola parte, le origini della
crittografia.

6.1.  Accenni storici: lacrittografia in passato

L’interesse che I’ essere umano mostra nella segretezza risale all’ antichita, alle prime forme
di civilizzazione, quando ad esempio venivano inviati messaggi segreti, concernenti temi
quali: laguerrao|’amore.

Le origini della crittografia rimangono tutt’ora sconosciute, nonostante scoprete
archeol ogiche recenti.

Alcuni metodi di crittografia primitivi erano lo “scytale’ o il “Caesar cipher”, il metodo
che usava Giulio Cesare per trasmettere messaggi di guerra segreti, questi due metodi
venivano talvolta applicati assieme, cosi da aumentare la sicurezza del messaggio
crittografato.

Lo “scytale’
Questo sistema € tanto semplice quanto ingegnoso, consiste nell’ avvolgere attorno ad un

bastoncino (di forma variabile) un nastro, sopra al quale s scrive il messaggio come se lo
S stesse scrivendo su di un foglio. Una volta scritto il messaggio si toglie il nastro dal
bastoncino e si otterra una fila di lettere disordinare che saranno il messaggio crittografato,
elachiave di lettura di questo messaggio sarail bastoncino.
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La figura sottostante potra aiutarci nella comprensione del metodo dello “scytale”:

Figura 1: metodo SCYTALE di crittografia classica

Il “Caesar cipher”

Il sistema utilizzato da Giulio Cesare consisteva nel sostituire le lettere del messaggio con
altre lettere, numeri o simboli arbitrari. E simile a metodo triviale che vedremo nel
prossimo capitolo.

Ad esempio utilizzando questo metodo il messaggio NEMICI cambia diventando KBJFZF,
poiché le lettere che compongono normamente il messaggio sono state permutate con altre
lettere, come indicalatabella:

prima della permutazione

A|B|CIDIE|F|G|H|I [J|K|L|M|N|O|P|Q|R|S|T|U|V|WX|Y|Z

X|Y|Z|A|B|C|D|E|F|G|H|I |J|K|L|MIN|O|P|Q|R|S|T|U|V|W

dopo la permutazione

da notare bene che la permutazione delle lettere pud variare a piacimento di colui che
scrive il messaggio.

Per una spia che intercetta il messaggio, la parola KBJFZF non vuol dire assolutamente
nulla, a meno che non conoscala chiave di lettura contenuta nella tabella.

Questo metodo poteva andar bene in tempi passati, ma ora grazie ale nuove tecnologie e
al’analis della frequenza di ripetizione delle lettere in una lingua questo sistema risulta
poco efficiente.
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Metodo triviale

Questo metodo € uno dei piu classici, consiste nel sogtituire delle lettere tramite
permutazioni (simile a metodo “Caesar cipher”); ad esempio le lettere A e B dopo una
permutazione diventano le lettere C e T, ma questo sistema non € molto sicuro, poiché le
lettere che compongono un testo (e questo vale per ogni linguaggio) hanno una certa
frequenza determinata, e grazie acio € possibile risalire al messaggio originale.

Il metodo triviale veniva usato di frequente prima della scoperta di un sistema molto piu
sicuro, il “code de Vernam” scoperto appunto da omonimo Vernam nel 1927, chiamato
“One-time pad” nel linguaggio inglese.

6.2. Il passaggio dal vecchio metodo crittografico a quello moderno

La sicurezza di un testo crittografato dipendeva in origine dalla segretezza con il quae
veniva codificato e decodificato il testo.

Oggigiorno non € piu cosi, infatti la sicurezza del messaggio crittografato non dipende piu
da quei parametri, ma bensi dall’introduzione di un nuovo ed importante parametro: la
chiave (key).

L’ unico fattore da tenere in considerazione per la sicura segretezza del messaggio risulta
dunque essere la chiave, tutto il resto del messaggio codificato & pubblico, accessibile ala
lettura di chiunque.

6.3. |l metodo moderno di crittografia

Possiamo prendere in considerazione la seguente formula come spiegazione del metodo di
crittografia moderno, scritta come segue per la codificadi un testo:

ék (M=C
dove E @il processo di codifica, T & il testo originale, k & la chiave e C & il testo
crittografato.

e scrittain quest’ altro modo per la decodifica del testo crittografato:
Ijk ©)=T
dove D éil processo di decodifica, C @il testo crittografato, k & la chiave e T &il
testo originale.
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Questo sistema pud essere spiegato aiutandoci con il metodo “One-time pad” che
analizzeremo nel capitolo successivo.

6.4.  One-time pad

Questo sistema di crittografia e teoricamente il piu sicuro che esista, |I'unica sua pecca,
come vedremo, € un modo sicuro per la trasmissione della chiave (key), ma per capire cio
bisognaintrodurre il funzionamento del “one-time pad”.

I metodo “ one-time pad” consiste nell’ aggiungere a messaggio una chiave lunga quanto il
messaggio e totalmente casuale, cosi da renderlo indecifrabile e poterlo render pubblico.
Sara quindi accessibile a chiunque sotto forma di documento crittografato e dunque come
documento inutilizzabile, ma accessibile per intero come documento originale unicamente
achi possiede la chiave utilizzata per la codifica.

Vediamo di comprenderne meglio il funzionamento di questo sistema con un esempio:
Poniamo che Alice voglia inviare un messaggio segreto a Bob con scritto TI AMO
sfruttando questa tecnica. Riscriviamo il messaggio nel codice binario® usato dai computers
(per semplicita omettiamo lo spazio) dunque avremo 5 lettere composte ognuna da 8 bits,
dove un bit @ unavariabiledi O e 1.

A questo messaggio aggiungiamo una chiave creatain modo del tutto casuale lunga quanto
il messaggio originale, ed otterremo cosi sommando il messaggio originale con la chiave
(danotare le regole per lasommade bit: 1+1=0) il messaggio crittografato che potremo
rendere pubblico.

Possiamo riassumere il procedimento concernente la codifica del messaggio nella tabella
seguente:

messaggio originale T I A M @)

messaggio originale 01010100 | 01001001 | 01000001 | 01001101 | 01001111
in forma binaria 0101010001001001010000010100110101001111
chiave (key) 1101000101010000111010101110101011100011
messaggio crittografato | 1000010100011001101010111010011110101100

! Nelle note in appendice possiamo trovare una tabella contenente I’ alfabeto letterale tradotto nel codice
binario.
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Mentre il procedimento concernente la decodifica del messaggio possiamo riassumerlo in
guest’ altratabella:

messaggio crittografato | 1000010100011001101010111010011110101100
chiave (key) 1101000101010000111010101110101011100011
messaggio originale 0101010001001001010000010100110101001111
in forma binaria 01010100 | 01001001 | 01000001 | 01001101 | 01001111
messaggio originale T I A M O

Dobbiamo tenere ben presente due cose fondamentali nell’ aggiunta della chiave, laprimae
che la chiave deve essere ddl tutto casuale cosi da rendere il messaggio originale del tutto
insensato una volta sommata, e la seconda € che la chiave deve avere la stessa lunghezza
del messaggio originale.

Questo metodo di crittografia basa tutta la sicurezza del messaggio segreto sulla chiave,
nasce ora un nuovo problema: la distribuzione della chiave.

Ladistribuzione della chiave deve essere del tutto sicura, atrimenti il one-time pad fallisce
il suo scopo di crittografia sicura.

Alice pud mandare a Bob il messaggio crittografato tramite internet, senza preoccuparsi di
chi lo possa intercettare (infatti dal momento in cui e stato codificato non possiede piu
alcun legame logico con il testo del messaggio originale), ma non puo fare lo stesso con la
chiave, poiché se venisse intercettata allorail messaggio perderebbe tutta la sua segretezza.
Bisogna dungue trovare una soluzione per riuscire a trasmettere la chiave in modo sicuro, e
I’ unica soluzione possibile non la s pud ricercare nella fisica classica mabensi nellafisica
guantistica.

6.5.  Distribuzione quantistica della chiave (key)

Grazie dle proprieta dei sistemi quantistici visti in precedenza, come riferimento
particolare I’interferometro di Mach-Zehnder, possiamo costruire un sissema in grado di
dirci con assoluta certezza se la chiave viene intercettata durante lo scambio, e dunque se la
chiave sara utilizzabile per la decodifica oppure se € corrotta (intercettata dalla spia).

Riprendiamo I’ esempio di Alice e Bob, dove Alice vuole mandare il suo messaggio segreto
a Bob, e come visto nel capitolo 6.4. dopo aver codificato il messaggio e averlo inviato
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tramite una rete pubblica le rimane il problema dell’invio sicuro della chiave, necessaria
per la decodifica.

Abbiamo detto che per la trasmissione della chiave non e possibile utilizzare un canale
pubblico, ma bensi & necessario un canale privato, e questo possiamo realizzarlo con
I"ausilio dellafisica quantistica.

Bisogna comunque sapere che la connessione quantistica tra Alice e Bob non é del tutto
privata, infatti € possibile che una spias infiltri e riescaa copiare la chiave.

Vi chiederete dunque in cosa consiste il vantaggio di usare questa tecnologia, se pure cosi
la chiave puo essere rubata.

Ebbene la risposta la troviamo nelle proprieta caratteristiche dei sistemi quantistici. Il
vantaggio di questa tecnologia s cela nell’ assoluta conoscenza della sicurezza di questo
sistema, in parole piu semplici: grazie a comportamento di dati sistemi quantistici e
possibile sapere se una spia intercetta la chiave durante la trasmissione.

Questo sistema permette ad Alice e Bob di scegliere se usare la chiave 0 meno, scelta che
dipendera dal tasso d’ errore relativo durante I’ invio.

Dopo questa breve introduzione possiamo iniziare parlando del sistema di distribuzione
della chiave, notando quali aspetti sono essenziali poiché diventi un sistema efficiente e
sicuro: sistema che dovra garantire una segretezza assol uta.

Criteri essenziali per la creazione di un canale sicuro e controllato

Alice e Bob sfrutteranno una connessione quantistica, che possiamo schematizzare con
I’interferometro di Mach-Zehnder. Poniamo inizialmente una situazione senza spia.
Abbiamo una rappresentazione dello schema della rete costruita da Alice e Bob per la
distribuzione della chiave in modo quantistico:

Alice
) ——r
/|
/.
——Dx)
Bob

U
|y)
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Le fasi che studieremo punto per punto concernenti questo metodo® sono riassunte in:
(1) invio ericezione dellachiave
(2) accordo dellefasi
(3) stimadell’errore
(4) analis dell’informazione (non trattata)
(5) correzione dell’ errore (non trattata)

Invio ericezione della chiave

Lachiave trascrittain bits, potra essere inviata bit per bit o nello stato |x) o nello stato|y).

Per riuscire a trasmettere la chiave dobbiamo porre una condizione a sistema, che € la
seguente:

- quando si inviaun bit nello stato |x), poniamo che siail bit 1

- mentre quando si inviaun bit nello stato |y}, poniamo che siaiil bit 0.

Un altro passo fondamentale € I’introduzione di un fattore di fase, che serve a complicare
ulteriormente il sistema e a permettere di verificare al termine della trasmissione se la
chiave inviata e sicura oppure se € stata intercettata da una spia.
Un’ osservazione importante e che il fattore di fase pud essere inserito siada colui che invia
(Alice) sia da colui che riceve (Bob), dunque in un solo sistema possiamo trovare piu
fattori di fase.
L’inserimento di un fattore di fase non pud pero essere casuale, non lo Si pud mettere a
nostro piacimento senza seguire criteri ben determinati.
Importante e tener conto delle seguenti considerazioni per un corretto ed efficace
inserimento del fattore di fase:

(1) lasceltadi utilizzare il fattore di fase deve essere del tutto casuale; la scelta di

Alice non deve influenzare la scelta di Bob.

(2) il fattore di fase inserito da Alice e quello inserito da Bob non devono essere
sullo stesso percorso, poiché risulterebbe inutile a momento della stima
dell’ errore averli entrambi sullo stesso cammino.

3) Il fattore di fase scelto da Alice deve corrispondere a quello scelto da Bob
(sceglieranno per motivi di calcolo un fattore di fase / =4 ). Cio significa che

Alice e Bob devono dapprima accordarsi sulla scelta del fattore di fase (scelta

! Metodo tecnicamente chiamato: Protocollo BB84.
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che puo esser di dominio pubblico) e nel caso decidano di inserirlo dovranno
usare quello stabilito.

| casi possibili sono quindi,

nei casi 1 e 2 se Alice invia nello stato |x) (bit 1) Bob ricevera nello stato |x) (bit 1),
rispettivamente se Alice invia nello stato |y) (bit 0) Bob ricevera nello stato |y) (bit 0).

1 | Aliceusail fattore di fase : Bob usa il fattore di fase
2 | Alicenon usa il fattore di fase i Bob non usa il fattore di fase
3 | Aliceusail fattore di fase i Bob non usail fattore di fase
4 | Alicenon usa il fattore di fase  Bob usa il fattore di fase

nei casi 3 e 4 se Aliceinvia nello stato |x) (bit 1) o rispettivamente nello stato |y) (bit

0), Bob ricevera con probabilita ¥z |a particella nello stato |x) (bit 1) e %2 nello stato |y)
(bit 0).

Alice sceglie di inviare le particelle nello stato |x) o nello stato |y) in maniera del tutto

casuale. Sara un insieme ridotto dell’insieme di queste scelte che servira a formare la
chiave di codifica.

Accordo delle fasi

In questa parte vengono scartati i casi in cui i dati ottenuti non sono affidabili, si eliminano
tutte le informazioni ricavate quando i fattori di fase differiscono tra Alice e Bob (se
riprendiamo la tabella precedente sono i casi 3 e 4).

Alice e Bob per controllare sei fattori di fase usati corrispondo possono usufruire di una
normale comunicazione pubblica, poichéi bits restano comunque segreti.

Stima dell’ errore

Per la verifica Alice e Bob rivelano una parte dei loro bits, ma non tutti. | bits rivelati
diventano un’informazione accessibile a chiunque, ma nonostante questa operazione di
verificalamaggior parte dei bits resteranno segreti.
Sul totale di particelle che Alice ha inviato a Bob esiste un tasso d' errore che calcoliamo
secondo laformula:

trasmissioni errate

Tasso d@rrore= — ~-X100=...%
trasmissioni totali

Con trasmissioni errate s intende quando lo stato di invio di Alice non
corrisponde allo stato di ricezione di Bob nonostante |’ accordo delle fas.
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Riprendiamo in caso precedente, dove Alice vuole mandare a Bob un messaggio
crittografato, ma questa voltatrai due si inserisce abusivamente una spia, che chiameremo
Eva. Dapprimafissamo i valori dei fattori di fase, e le varie notazioni che useremo durante
lo studio di tutti i casi possibili che ci permetteradi calcolareil tasso d’ errore.

Notazioni
simbologia | descrizione (in un MZ)
fattore di fase non modifica il cammino, risultato
/ =0 A sicuro al 100%
___________________________________ [x) el
modifica il cammino, risultato
j =2 A sicuro al 50%
[x) [y)ely [x]

Schema della situazione studiata:

/]
+—>—Dx)
Bob
U
ly)
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Vediamo il metodo con cui verranno calcolate le probabilita di trasmissione dei vari bits
nel sistemadi interferometri.

Evaélaspiaes metteratra Alice e Bob ricevendo i messaggi a posto di Bob. In un certo
senso & come se prendesse il posto di Bob nellaricezione e il posto di Alice nel rinvio (a
Bob). Un aspetto importante € il fattore di fase che puo scegliere di usare Eva, infatti se
decide di inserire un fattore di fase prima della ricezione allora dovra inserire un fattore di
fase a rinvio identico a quello inserito prima.

Importante e che Eva deve rinviare a Bob esattamente nello stato in cui esegue la misura.

Riassunto schematico dei punti essenziali del sistemadi interfometri:

Alice /Alice /@/a Eva /@/a /Bob Bob

invio O O ricezione/ invio O O ricezione

Le note principali per il calcolo delle probabilita riguardano:
- Le duefas usati da Eva, che come detto prima devo essere identiche:
[ Ra=/ R
- La scelta fatta da Eva se mettere 0 meno il fattore di fase influisce sulle
probabilita finali dimezzandole.

- Da notare che I’intromissione di Eva nella trasmissione agisce come una misura,
dunque elimina gli effetti di interferenza creatis nell’ interferometro.

Passiamo ora alo studio della tabella, ponendo gia fatto il passaggio dell’accordo delle
bas tra Alice e Bob, troviamo quindi le probabilita che un dato bit inviato da Alice arrivi a
Bob e costatato cio possiamo dedicarci al calcolo del tasso d’ errore.

Vedremo che se tutti i calcoli saranno fatti correttamente il tasso d’ errore raggiungera il
25%.
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Tabella di tutti i casi possibili di trasmissione:
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Una volta calcolate le probabilita ci tocchera scartare tutte quelle con risultato 0, poiché
sono casi che non si verificheranno mai.

Per trovare orail tasso d’ errore dobbiamo confrontare tutti i bits rimanenti inviati da Alice
per vedere se corrispondo ai bits ricevuti da Bob. Quelli differenti sono gli errori di
trasmissione (che avvisano la presenza di una spia).

Tasso d' errore:

Tasso d@rrore= Joomnissioni errate ) 3—82 X100 = 25%

trasmissioni totali

6.6.  Esempio di distribuzione quantistica della chiave con spia

Trattiamo un esempio di distribuzione quantistica della chiave dove una spia si intromette
nellatrasmissione.

Studio dell’ esperienza:

Alice vuole mandare un messaggio crittografato a Bob, contenente il testo: AB.

Decidiamo di ridurre il messaggio aleiniziali dei due protagonisti, poiché essendo di corta
lunghezza risulta piu facile da analizzare nei vari passaggi e lacomprensione & agevolata

Il primo passo da fare & tradurre in forma binaria I'informazione interessata, otteniamo
dunque:

messaggio originale A B
messaggio originale 01000001 01000010
in forma binaria 0100000101000010

Una volta tradotta |’informazione dobbiamo aggiungere una chiave, che troveremo nel
secondo passo grazie alla distribuzione quantistica della chiave.

Alice dovra trasmettere a Bob un numero sufficiente di bits in modo da ottenere infine una
chiave formata da tanti bits quanti sono quelli del messaggio (in forma binaria; in questo
caso: 2°8=16bits, dove 2 & il numero di lettere che compone il messaggio e 8 il humero
di bit che compone una lettera).
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Procedimento per la verifica della chiave (accordo sulla chiave)

Analizziamo ora la tabella concernente I’'invio della chiave tra Alice e Bob. Potremo
vedere com'’e possibile scoprire se qualcuno si intromette nella comunicazione, e se la
comunicazione risulta abbastanza sicura avremo la chiave da usare per codificare (chiave
conosciuta esclusivamente da Alice e Bob).

Tabella dati riassuntiva riguardante i passaggi essenziali per ottenere la chiave di crittografia:

Alice Bob accor.do Alice Bob test chiave
. fas tiene tiene Eva
riceve
invio | invia bit fase fase (bit)

1 x) 1 A A 1 = 1 1 no 1

2 ly) 0 A A 0 0 0 no 0

3 ly) 0 A A 0 0 0 no 0

4 x) 1 A A 1 = 1 1 no 1

5 ly) 0 A A 1 = 0 1 no | dacorr.
6 ly) 0 A A 0

7 ly) 0 A A 0 = 0 0 S

8 %) 1 A A 0 1 0 S

9 x) 1 A A 1 1 1 no 1
10 ly) 0 A A 0 = 0 0 no 0
1 x) 1 A A 1

12 ly) 0 A A 0 = 0 0 no 0
13 ly) 0 A A 1 0 1 no | dacorr.
14 x) 1 A A 1 1 1 no 1
15 x) 1 A A 1 = 1 1 no 1
16 %) 1 A A 0

17 [x) 1 A A 0 = 1 0 S

18 [v) 0 A A 0 0 0 no 0
19 |x) 1 A A 1 1 1 S
20 ) 0 A A 0 0 0 no 0
21 x) 1 A A 1 = 1 1 no 1
2 %) 0 A A 0 0 0 no 0
23 x) 1 A A 0 1 0 S
24 ly) 0 A A 1 = 0 1 no | dacorr.
25 |v) 0 A A 1
26 [v) 0 A A 0 = 0 0 no 0
27 [x) 1 A A 1 1 1 no 1
28 x) 1 A A 1 = 1 1 no 1
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Dopo I’accordo delle fasi Alice e Bob eliminano tutti i dati inutili, e alcuni dei rimanenti
vengono testati per scoprire setraloro C' e stata una spia.
Notiamo che sui 5 casi testati 3 riportano bits differenti tra Alice e Bob, e questi sono i
casi:

- invio8

- invio 17

- invio23
guesto risultato indica che qualcuno deve aver intercettato la trasmissione, poiché se cosi
non fosse non comparirebbero errori.

Bob valuta il tasso d'errore e I'informazione posseduta da Eva, se sono troppo alti
allora eliminala chiave ottenuta poiché inaffidabile.

Nel caso invece che il tasso d’errore e I'informazione posseduta da Eva risultano bassi,
Bob sa che i bitsinviati sono sufficientemente sicuri. Saranno quindi quei bits segreti che
serviranno per formare la chiave necessaria per la codifica.

A questo punto se si decide di voler mantenere comunque la trasmissione di bits fatta,
interviene un’ ulteriore passaggio, non menzionato nella tabella e trattato superficiamente
in questaricerca, e s tratta dellacorrezione degli errori.
Questa fase € molto importante, e permette ad Alice e a Bob di avere una chiave finae
totalmente sicura e segreta. Nella tabella soprastante possiamo trovare alcuni dati da
correggere che consistono nei casi:

- invio5

- invio13

- invio24

Dopo questa fase di correzione otteniamo finalmente la chiave necessaria per la codifica
del messaggio che Alice vuole mandare a Bob.
Letta nel risultato finale nella tabella la chiave e la seguente:

1001100110010011

In conclusione come ultimo passaggio riprendiamo il messaggio che Alice vuole mandare
a Bob, e ora che possediamo la chiave la applichiamo ad esso, ottenendo cosi il messaggio
crittografato dainviare (pubblicamente) a Bob.
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Vediamo la tabella concernente la codifica del messaggio (da parte di Alice):

messaggio originale A B

messaggi 0 Oori gi nale 01000001 01000010
in forma binaria 0100000101000010
chiave (key) 1001100110010011
messaggio crittografato | 1101100011010001

e latabella concernente la decodifica del messaggio (da parte di Bob):

messaggio crittografato | 1101100011010001
chiave (key) 1001100110010011
messaggio originale 0100000101000010
in forma binaria 01000001 01000010
messaggio originale A B

6.7.  Discussione e conclusione sulla crittografia quantistica

In questo capitolo abbiamo visto ed esaminato gli aspetti fondamentali inerenti la
crittografia quantistica, e possiamo stabilire che dalla “fonte” quantistica € possibile
attingere informazioni e soluzioni a problemi irrisolvibili fino poco tempo fa, poiché
analizzati con strumenti inadeguati (o poco efficaci).
Gli aspetti basilari di questo metodo di crittografia consistono nell’ elevata sicurezza e nella

segretezza piu totale.

Come visto questo tema € composto da varie fas tutte molto importanti, ed € per questo
motivo che desidero orariprenderle singolarmente nei loro aspetti caratteristici:
invio ericezione dellachiave: motivo per il quale e sorta I’esigenza di creare un
sistema sicuro e segreto di trasmissione.

accordo dellefasi: necessario per eliminare tutti i casi dubbi di ricezione del bits.

stimadell’errore:  grazie a tasso d'errore e al’analis dell’informazione e
possibile individuare un’ eventuale spia, e cio permette di dire se

|a chiave ottenuta € sicura 0 meno:

- chiave sicura se € basso (lasi tiene),

- chiave corrotta se é alto (lasi elimina).

correzione dell’errore:  necessaria nel caso in cui dopo la stima dell’errore si decide
di tenere la chiave, perché con la correzione dell’errore s
correggono tutti i bits di Bob differenti da quelli di Alice,
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bits che non potrebbero mai formare la chiave, cosi da
trovare in fine unicamente la chiave (sicura e segreta).

codificadel messaggio: aggiunta della chiave a messaggio iniziale cosi da
giungere a messaggio crittografato e pronto da spedire
tramite connessione pubblica.

decodificadel messaggio crittografato: aggiunta della chiave a messaggio
crittografato, cosi da ritrovare il messaggio
originale.

Riassumendo tutte queste fase in un solo metodo possiamo riferirci al One-time pad con
scambio quantistico della chiave.

In conclusione penso che la crittografia quantistica sara quasi senza ombra di dubbio una
delle tecnologie del futuro, poiché garantisce un grado di sicurezza e segretezza assol uto,
aspetti molto ricercati nella societain cui viviamo oggigiorno.

Infatti applicazioni commerciali vedono la luce in questi ultimi mesi, esempio ne ¢ il
cantone Ginevra che nel mese di settembre 2004 ha adottato un sistema di crittografia
guantistica per la protezione di parte dei suoi dati.
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7.1. Formule e dimostrazioni matematiche

Modulo di un numero complesso z
2=Vz0 |7’ =z dove z=a+ib conabl R
Z=a- ib con a,bl R
[ Z & detto complesso coniugato]

cosa:%(e“"’ +e'7) sina:%i(e""— e?)

e’ =cosf +isinf

ie12
|e"| =1

Dimostrazione:

|e"|2 =|cosf +isin/‘|2

(e}

le”|" = (cosf +isinf)(cosf - isin)

(e}

|eif|2 =cos® f - icosfsinf +icosfsinf - i2sin?f
0 e[ =cos?/ - (-sin’/

0] |e"|2 =cos’f +sin’f =1

e cos(f/2)|2 =|e"‘|2 Xcos(f/2)” = cos?(F/2) = 1+;OSf =1/2(1+ cosf)

|e"‘sin(f/2)|2 =|e“'|2 Xsin(f/2)° =sin?(f/2) = 1 CZOSf =1/2(1- cosf)
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Dimostrazione del passaggio
%‘1+ e‘"z 1(1+cosf)
%‘1+e"‘2 11+ cosf +isinf|’
per sostituzione: ¢ =cosf+isinf
=4(+cosf +isinf)(1+cosf - isinf)
=1((1+cosf)?- (- Dsin*f)
=1(1+2cosf +cos’f +sin*f)
=1
=4(2+2cosf) =1 2(1+cosf)=3(1+cosf)
Dimostrazione del passaggio
1lé" - ]f 1(1- cosf)
e’ -1 _ ilcosf +isinf - 1°
per sostituzione: € =cosf +isinf
=4(cosf - 1+isinf(cosf - 1- isinf)
=1((cosf - )*- (- )*sin®*f)
=1(cos’f - 2cosf +1+sin*f)
=1(cos’f +sin’f +1- 2cosf)
=1
=4(2- 2cosf) =42(1- cosf)=3(1- cosf)
7.2 Altri esempi di esperienze
Esempi di esperienze sia semplici siacon I’interferometro di Mach-Zehnder.
Nota: definiamo il valore dei coefficienti di trasmissone t e rifrazione r per le
esperienze che vedremo:
1
t=r=—
2

[ricordiamo che lasommadei coefficienti deve sempredare 1. t+r =3 +3 =1]
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invio di un fotone con una riflessione completa:

da|x): |x>
ily)

equazione della propagazione del sistema:

)@ ily)
Prob(A) =|i|* =1
daly): )

i)
equazione della propagazione del sistema:
¥)® i[x)
Prob(A) =i[* =1

invio di un fotone con una riflessione parziale:

da|y): |y>
T s miix)
Jty)
®
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equazione della propagazione del sistema:

) ® Vt|y)+ivr|x)
Prob(A) =[ir| =1

Prob(B) = vt |2 =1

invio di un fotone con piu riflessioni: parziale-completa-par ziale

daly): )

L il

\/{|y> - \/F|y>

@ -] x) +if x) =it - 1) x)
- rtly)- Vrt]y) = - 24rtly)

equazione della propagazione del sistema:
Y)® ift- 1)x)- 24ry)

Prob(A) =i(t- ) =0

i\/f|x>

a

Prob(B) =|- 2\/E|2 =1

invio di un fotone con piu riflessioni: parziale-parziale

daly): y)

.‘. I\/F|X> ..’ [A)I\/E|X>
Jily) ' rly)

1>piVrt|x)
oty)
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equazione della propagazione del sistema:

ly)® 2i/rt|x)+(t- r)ly)
Prob(A) =|irt|
Prob(B) =|- r* =1
Prob(C) = iv/rt|
Prob(D) =t =2

i
4

1
4

invio di un fotone con una riflessione parziale e con I’'inserimento di una fase:

da|x): casol |x) \/ELX> [A)\/f|x>
ivr|y)
@ie’rly)

equazione della propagazione del sistema:
caol:  [x)® Vi|x)+id"Vrly)
cas02  |x)® e’+i|x)+ivr]y)

PrOD..e:(A) =V =3

Prob,..,(B) =[ie’ vi[ =1

Prob, e (A) = |6/ VE[ =1

Prob,(B) =[ivr[ =1

ivr]y)

. ’\/E|X>\ eif\/f|x>

®ivr|y)

conclusione:  inentrambi i casi il risultato rimane invariato
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daly): 1 |y) caso?
T——D>miVr|x)
Vily)
;
eif\/f|y>

equazione della propagazione del sistema:
caol:  |y)® ivr|x)+€Vi|y)
cas02.  |y)® ie” Jr|x)++/t]y)

Prob,,(A) = ivr =3

Prob,..s(B) =6 V[ =

Prob,,(A) = ie V[ =3

Prob, ., (B) = Vt[ =1

y)

.‘.i\/ﬂ > ieif\/?|x>

®t|y)

conclusione:  inentrambi i casi il risultato rimane invariato
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7.3.

Tabella del codice binario

| Lettera alfabeto | Corrispondente nel codice binario |

A

01000001

01000010

01000011

01000100

01000101

01000110

01000111

01001000

01001001

01001010

01001011

01001100

01001101

01001110

01001111

01010000

01010001

01010010

01010011

01010100

01010101

01010110

01010111

01011000

01011001

N|<|X|S|<|C|H|n|0l0|T|0|Z|ZrX|e|—|T|eO|mmol0|w

01011010
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Collegamenti inter net

- dito ufficidle dell’ universitadi Ginevra (GAP Optique):
http://www.gap-optique.unige.ch/

- link riguardante I’ applicazione pratica della crittografia quantistica
(esempio del cantone Ginevra):
http://www.gap-optique.unige.ch/HomeExtras/ FAO/FAO.htm
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