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Capitolo 1

Introduzione

Chi non si e mai chiesto da dove ebbe origine l'universo nelugle
viviamo? Comee fatto? Da cosae composto? Quale forma aldfl Se
sia eterno oppure se un giorno nia? Penso che tutti almenana volta
ci siamo poste alcune di queste domande. In questo testo ¢eno di
proporvi una panoramica generale sul nostro universo e dspondere
ad alcune di queste domande.

Cominceremo con una breve storia sulla nascita dell'univs®, e cercher-
emo in seguito di presentare le tre componenti le pu impoanti che
lo compongono: materia, radiazione, vuoto ; in seguito cercher-
emo di farci un'idea sullascala delle distanze cosmiche , ossia
I metodo che ci permette di determinare le distanze degli getti
celesti dalla Terra e determinare in seguito la costante diuble, e
sul concetto di isotropia e omogeneit sul quale si basanomodelli
cosmologici. Ci occuperemo in seguito di aspetti di geomeety basata
su una tra le pu grandi scoperte del secolo scorsda teoria della
relativih. , che potremo poi applicare ai tre casi particolari possibil
per rappresentare la possibile forma del nostro universoeiPconcludere
analizzeremo i dati empirici attualmente disponibili che icpermetter-
anno di determinare l'attuale geometria dell'universo e laua evoluzione.

Spero che alla ne della lettura di questo lavoro sap riusta ad ap-
passionare il lettore ad un argomento, secondo me, a ascima, che ha
interessato I'uomo dalle epoche pu antiche e chee stataygetto di studio
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di uno tra i pu grandi personaggi rappresentanti la sica del XX secolo:
Albert Einstein. Vorrei inoltre renderlo attento a come anhbe l'universo
che sembra essere qualcosa di estremamente stabile, esiseecomee
soltanto perche tre parametri hanno assunto nel corso deesoli un val-
ore che corrisponde precisamente al nostro universo, se &0 avuto
valori leggermente diversi avrebbero completamente caralo la nostra
storia!



Capitolo 2

L'universo osservato

2.1 La nascita dell'universo
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Figura 2.1: Evoluzione dell'universo dal Big Bang no ad oggi.
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2.1.1 L'era di Planck

La storia della materia cominco 13,7 miliardi di anni fa quando nacque
I'universo, durante il periodo del Big Bang. Questo periode inizial-
mente caratterizzato da un'altissima densifa di energia edunque da
temperature eccezionalmente elevate che superano PP2&. Le con-
dizioni siche presenti in questo periodo non possono essespiegate
con le conoscenze siche che possediamo attualmente; gaedtcola

e dovuta in particolare al fatto che, le quattro forze che geernano oggi
la natura - forza gravitazionale, forza elettromagnetica €orze nucle-
ari forte e debole - non erano indipendenti ma uni cate in un mica
forza fondamentale. La sica attuale pw essere utilizzat per descrivere
quello che accadde a partire da 162 s dal Big Bang quando, essendo
diminuita la densif, l'universo raggiunse una temperatua che permette
alla forza gravitazionale di dissociarsi dalle altre tre terazioni. Otteni-
amo dunque due forze equivalenti, ede per questo che l'uensoe detto
simmetrico. Da questo momento la forza gravitazionale patessere de-
scritta dalla relativie generale, mentre le altre tre forze dalla meccanica
guantistica. Durante I'era di Planck la materia non esiste r@cora, I'u-
niverso, apparentemente vuoto, e popolato da migliaia di articelle e
antiparticelle, dette virtuali, che si creano dal nulla rulando una piccol-
issima quantian di energia all'universo e si disintegranall'incirca 10 22
s dopo, restituendo all'universo la poca energia che avewwubato”;e
proprio questo periodo di vita estremamente corto che le diisgue dalle
normali particelle di materia. Questo particolare fenomem pw essere
spiegato attraverso un principio della meccanica quantisi noto come
disuguaglianza di Heisemberg

E t ~=2 (2.1)
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2.1.2 L'in azione e la nascita della materia

Quando l'universo compie 10%° s la temperatura raggiunge i 10?’
K, permettendo alla forza nucleare forte (che tiene legatira di loro
protoni e neutroni all'interno dei nuclei atomici) di diss@iarsi dalla forza
nucleare debole (responsabile della radioattivia) e d&d forza elettro-
magnetica, uni cate nella forza elettrodebole, rompendalsituazione di
simmetria in cui ci trovavamo no ad ora; le forze non sono dujue pu
equivalenti. Questo passaggio da uno stadio simmetrico asha asim-
metricoe de nito come una transizione di fase che, peo, on avvera in
modo immediato. L'universo passem infatti da uno stadiontermedio
chiamato \falso" vuoto caratterizzato da una grandissima ensia di
energia che, secondo leggi della relativia generale, satlura con una
forte forza di repulsione che causela un'espansione pamilarmente
veloce e brutale (la dimensione dell'universo sal moltligata per un
fattore 10°%). Si tratta del fenomeno dell'in azione , che terminer
soltanto quando avvera la transizione di fase e l'univers acquistela
nalmente una con gurazione stabile. La ne dell'era in azionaria
sal caratterizzata dalla nascita della materia. Infatti durante la
transizione di fase vera liberata un‘importante quantia di energia che
sal catturata dalle particelle virtuali permettendo loro di diventare
reali. E in questo modo che dal vuoto si creea la materia come la
conosciamo noi oggi. Un altro importantissimo fenomeno,ge possibile
dalla dissociazione della forza nucleare forte dalle foreéettrodeboli, e
I'asimmetria materia-antimateria. Durante questo period la materia
prende infatti il sopravvento, per un miliardo e un quark si ontano
soltanto un miliardo di antiquark. Questa di erenza sa@a in seguito
ancora presente a livello di protoni e neutroni e determirgefto sviluppo
dell'universo come lo conosciamo oggi.

Dopo l'in azione l'universo continua ad espandersi in modanolto
pu lento e regolare; nulla di speciale si produce no a 16°s. E a
questo punto che la temperatura ha infatti raggiunto i 1& K, tem-
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peratura che rende possibile l'ultima transizione di fasehe consiste
nella dissociazione delle interazioni elettromagnetichdalle interazioni
deboli. Da questo momento l'universoe controllato da quaito forze ben
distinte che possono essere osservate ancora oggi alllimtedell'universo.

2.1.3 L'era adronica

Dopo l'ultima transizione di fase l'universo continua ad emndersi
causando una diminuzione della temperatura. Quando questaggiunge
10'% K , all'incirca 10 © s dopo il Big Bang, avia luogo il con namento
dei quark. Quando la temperatura e superiore a 18 K, infatti, le
particelle sono troppo agitate e la forza nucleare forte nenabbastanza
intensa per legare i quark. Quando si scende sotto a'3& I'agitazione
delle particelle diminuisce permettendo alla forza nuclea forte di
dominare. | quark si riuniscono dunque in gruppi di due e treofmando
due tipi di adroni: i mesoni (formati da un quark e un antiquak) e i
barioni (formati da tre quark), di cui sono esempi i protoni @ neutroni.
Il periodo che comincia ora, e che si protrara no all'eadi 10 ° s, e
I'era adronica

Le reazioni che caratterizzano questo periodo sono quellgectrasfor-
mano adroni in fotoni (reazione di annichilazione) e vicerga. Questo
sistema di equilibrio e possibile, perche quando la tempatura a un
valore di 102 K, la massa della coppia adrone-antiadronee equivalente
all'energia di due fotoni. Questo signi ca che da due fotomel possibile
creare una coppia adrone-antiadrone. Questa reazione sta@l, peo,
non appena l'energia media dei fotoni diminuia e non saldunque pu
su ciente ad innescare la reazione inversa. Questa riduzie di energia
e direttamente legata al calo di temperatura, infatti, se & temperatura
si abbassa e scende sotto i K , I'energia media del fotone diminuisce
e la reazione inverso e bloccata. A questo punto solo le reaazi di
annichilazione, che non necessitano energia, avranno laqeprtando ad
una scomparsa quasi totale dei barioni. Questa scomparsaagutotale
si veri ca percle lI'asimmetria riscontrata nei quark alla ne del periodo
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dell'in azione si riscontra anche negli adroni; avremmo dugue per ogni
miliardo di antiadroni un miliardo e un adrone. Queste partelle in
eccedenza non troveranno nessun \partner” e non potranno wigue
annichilarsi. La ne dell'era adronica causa cos la de niiva scomparsa
delle particelle di antimateria ma non della materia, in paicolare un
miliardesimo di protoni e neutroni sono sopravvissuti.

2.1.4 L'era leptonica

Questo periodo, e caratterizzato dalle reazioni di produane e di
annichilazione di paia di leptoni (3 diversi tipi di neutrin, elettroni,
muoni e particelle tau). Queste particelle hanno una massaimore
rispetto agli adroni, I'energia necessaria a due fotoni pesreare un
leptone e dunque minore (per esempio l'elettrone ha una mses 2000
volte pu piccola di un protone, un fotone necessita dunqueli una
quantita 2000 volte inferiore per creare un elettrone). Lera leptonica
e caratterizzata da due avvenimenti fondamentali:

Il primoe il disaccoppiamento dei neutrini. Quando la tem@ratura
e superiore ai 1¢ K, i neutrini reagiscono con il resto della materia
e, grazie alle forze di interazione deboli, si trovano in uretuazione
di equilibrio con il resto della materia. La forza di interaione
debole possiede peo un \raggio" d'azione relativamentastretto e
dunque non appena la distanza tra particelle aumenta, a causdel-
I'espansione dell'universo, questa forza non permetteupnessuna
reazione tra neutrini e il resto della materia. Durante la fonazione
dell'universo la distanza tra particelle che non permette ip nes-
suna interazione e raggiunta quando il valore della tempatura
corrisponde a 10 K, a questo punto i neutrini si comporteranno
dungue come se tutte le altre particelle non esistessero;dsie che
gueste particelle si disaccoppiano dalla materia. Visto ehnon
interagiscono pu con nessun tipo di materia queste partatle sono
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ancora presenti oggi nell'universo.

Il secondo avvenimento importante e I'annichilazione ddp elet-
troni. Quando la temperatura scende al di sotto della soglia
che rende possibile le reazioni che permettono la nascita win
elettrone e di un antielettrone da due fotoni, nello stesso ado
in cui questo avviene nell'era adronica, ava luogo la pragssiva
distruzione delle coppie elettrone antielettrone. Ma dadsimmetria
materia-antimateria instauratasi alla ne dell'era di Planck, una
piccolissima parte di elettroni non trovela la particella comple-
mentare e, percdb non si disintegreranno. A partire da qués
momento l'antimateriae completamente scomparsa dall'unerso e
I'universo contiene soltanto materia composta da protonineutroni
e elettroni. Questa scomparsa quasi totale degli elettroihia una
conseguenza molto importante sull'equilibrio tra protone neutroni
presente sino a questo momento.

Il protone pw essere considerato una particella stabild,suo tempo
di dimezzamento corrisponde all'incirca a 8 anni. Il neutrone
e invece una particella instabile; quando e isolato si dirazza
in circa quindici minuti producendo un protone, un elettroe e
un antineutrino. In questo modo partendo da una situazioneni
Cui protoni e neutroni sono in proporzioni uguali, la tendera
sala un aumento del numero di protoni contemporaneamentdla
diminuzione del numero di neutroni. Prima dell'annichilaibne
degli elettroni, quando questi erano ancora molto abbondanil
numero di barioni era regolato da una reazione che, grazidediorze
di interazioni deboli, permetteva di creare neutroni a parte dalla
collisione di un elettrone ed i un protone. In questo modo i @utipi
di barioni mantengono delle proporzioni simili. Con la scoparsa
della maggior parte degli elettroni questo equilibrioe rtio, e poco
a poco i neutroni si trasformeranno in elettroni e la proporane
tra | due tipi di particelle cambia in modo progressivo. In gasto
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modo, da questo momento, la materia saa dominata dai proto.

2.1.5 La nucleosintesi primordiale

Nel momento in cui la temperatura raggiunge il 1 K, e l'universo
esiste ormai da un centinaio di secondi avviene la nucledsisi pri-
mordiale, cominciano cia a crearsi i primi nuclei atomica partire da
protoni e neutroni che no a quel momento erano indipendentli uni
dagli altri. Bisognema peio aspettare che la temperaturadiminuisca
ancora per avere nalmente dei nuclei atomici stabili. Infdi ntanto
che l'universo possiede una temperatura uguale o leggerm@esuperiore
a 10° K i fotoni possiedono un energia su ciente per rompere i legai
presenti tra protoni e neutroni disintegrando cos il nucko atomico.
Non appena scendiamo al di sotto di questa soglia critica itémi non
sono pu abbastanza energetici da rompere i legami e le stture che
si formano sono stabili; si possono cos creare struttureesipre pu
complesse: Deuterio, composto da un protone e un neutrondio€3,
composto da due protoni e un neutrone e elio-4 (I'elemento gzente
In quantie. maggiore, composto da due protoni e due neutrap La
nucleosintesi non produri, peo, elementi pu complesi di quelli sopra
elencati. In e etti anche se la collisione fra due nuclei pucrearne altri
pu pesanti, contenenti dai 5 agli 8 costituenti, questi ulimi sono molto
instabili e si disintegrano molto rapidamente. L'instabila di questi
nuclei di elementi poria dunque un freno alla creazione ditami sempre
pu complessi impedendo la nascita di nuclei pu pesanti gali I'ossigeno
e il carbonio; bisognear infatti aspettare la nascita ded stelle per vedere
apparire atomi pu complessi nell'universo. Inoltre, essndo l'universo
In espansione, le condizione favorevoli all'unione tra piani e neutroni
saranno presenti durante un periodo assai breve.

| due principali elementi presenti nell'universo alla ne @lla nucleosin-
tesi sono dungue idrogeno -i protoni- e elio-4 in un rapportdi circa, 4:1.
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2.1.6 La nascita degli elementi

Quando la temperatura scende sotto i 3000 K, cessano le iraeioni tra

materia e radiazione; gli elettroni si legano ai nuclei e lhiverso diventa
\trasparente". | primi atomi sono nati. La sintesi di atomi pu pesanti

qguali ossigeno (@) e carbonio (C) continuea poi in seguito quando
si creeranno galassie e stelle in quella che viene chiamatelrosintesi
stellare.

2.2 La composizione dell'universo oggi

2.2.1 La massa

Esistono due tipi materia che determinano la massa dell'Urerso: la
materia visibile e la materia oscura.
La materia visibilee conosciuta e osservata dagli astrona ede costi-
tuita da galassie, stelle, pianeti e tutti gli oggetti celgs chee possibile
osservare mediante i telescopi e gli strumenti di misurazie a nostra
disposizione. Questi oggetti visibili costituiti da matera barionica, ossia
da He, da H e da De (7% Hg 92% H; 1% De), costituiscono soltanto il
10% della materia che compone il nostro universo e hanno unangia
visibie pari a5 10 3'hZg cm 3L Inoltre riferendoci ai modelli cosmo-
logici, che ipotizzano un universo piatto come modello piprobabile
per il nostro universo, e tenendo conto del risultato dellegeiazioni di
Einstein che ipotizzano un parametro per la materia paria, = 0: 3,
possiamo ricavare il parametro yisipile 0:01 ., che corrisponde alla
densita di materia visibile; questo signi ca che ci manca na quantia
di materia pari  gscura = 0:29. Dobbiamo quindi ipotizzare la presenza
di materia che non cie possibile osservare con le tecnolegittualmente

hg = Hp=100 Km s ' Mpc !
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disponibili per le osservazioni, e che viene chiamataateria oscura

La densitn di massa delle galassie o pu precisamente delmateria
visibile si puw stimare calcolando il valore medidn%i doveM e la massa
e L la luminosit delle galassie pu vicine. Moltiplicando la luminosit
di una galassia perh%i otteniamo la sua massa. La luminosia vera di
una galassia si deduce dalla luminosit apparente

L=4Fd?

dove F e misurato sperimentalmente mad? e dedotto da una misura
di spostamento verso il rosso e dipende d4y, nota come costante di
Hubble. Questo signi ca che conosciamo la massa di ogni gsd&a pro-
porzionalmente aH 3.

La densit di massa corrispondente alla materia delle gadaie si pw
dungue scrivere come

Dy E
galassie = Ngalassie T hLi

| risultati che si ottengono da questa relazione sono moltmgerti, ma
sie sicuri che non possono superare 5.0 3h3g cm 3 ossia qualche
centesimo della densia critica. Otteniamo dunque yisipie  0:01 .
La materia oscura

| primi indizi dell'esistenza di materia oscura risalgonolal930 quando,
I'astronomo svizzero Fritz Zwicky stava studiando il moto dammassi
di galassie lontani e di grande massa. Zwicky stinbo la massh ogni
galassia basandosi sulla sua luminosia e somno tutte le asse galat-
tiche per ottenere la massa totale dell'ammasso. Decise ok ettuare
una seconda stima basandosi questa volta sulla dispersiatievelocia
delle galassie, chee direttamente legata alla massa dailimasso, e ot-
tenne, come risultato, che la massa dinamica era 400 volte gagore
rispetto alla massa luminosa. Nonostante l'evidenza sperentale ga
presente al tempo di Zwicky, bisogner aspettare il 1970 ancle gli stu-
diosi prendano sul serio il problema della materia oscura.eiyli anni %70
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per veri care che le osservazioni e ettuate da Zwicky fosse corrette si
analizzarono gli spettri delle galassie a spirale dai qualipossibile ri-
cavare la curva di rotazione, vedi gura 2.2, che descrive lg&locit della
rotazione della galassia in funzione della distanza dal saentro. Solita-
mente, secondo le leggi della gravitazione universale, klacia massima
si trova a qualche kiloparsec dal centro e diminuisce mano aanmo che
la distanza dal centro aumenta; la curva di rotazionee dunae curva.
Quello che invece si osserva per quanto riguarda le galassima curva
di rotazione orizzontale, questo signi ca che la velocimimane costante
e non diminuisce.
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Figura 2.2: Curva di rotazione di 2 galassie a spirale in funzione dellaidtanza dal
centro. La linea piena rappresenta il calcolo teorico ricaato in base alla
distribuzione di massa luminosa riportata sopra; la linea pinteggiata in-
vece rappresenta le misure e ettive delle velocit di rotazione delle stelle.
E evidente che a grandi distanze dal centro, anche quando oainla galas-
siae praticamente buia, alcune stelle continuano a ruotae in modo del
tutto inatteso. In questo scenarioe necessario postulareuna presenza di
materia oscura che aumenti con il raggio.[9]

Un modo per spiegare questo fenomenoe di ipotizzare l'dsisza di
un alone di materia poco luminosa, e dunque non osservabitae racchi-
uda la galassia in una morsa gravitazionale e che potrebbg@paesentare
no al 90% della massa della galassia stessa. Inoltre il mowento delle
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galassie all'interno degli ammassi a rivelato lo stesso fema riscon-
trato con il movimento delle stelle all'interno delle galasie e un recente
studio stima la densita di materia oscura a un terzo della desit critica,

Il resto essendo composto da energia oscura (vuoto).

Esistono diverse ipotesi per spiegare la natura della maigroscura. Si
ipotizza che la materia oscura galattica, ossia quella chempone I'alone
che attornia le galassie, sia composta da materia barionisatto forma
di nane brune, nane bianche, buchi neri super massicci e &ali neutri-
ni, oggetti che gli astronomi riassumono con la sigla MACHOMassive
Compact Halo Objec} ossia oggetti di alone compatti dotati di massa.
Attraverso la teoria del Big Bang sie peo calcolato che lamateria bar-
lonica pw rappresentare al massimo il 4% della materia psente all'in-
terno del nostro universo, il restante 26% deve dunque essel natura
non barionica. Questo signi ca che la materia oscura cosnoeglica non
pw essere barionica. Sulla natura di questa materia non banica si
sono sviluppate due teorie: la prima ipotizza una materia osra com-
posta da una particella quasi priva di massa, che viaggia ada velocia
prossima a quella della luce, da cui il nome dnateria oscura calda , e
debolmente interagente con il resto della materia: il neutro; la seconda
invece ipotizza una materia oscura composta da particellete di mas-
sa, con una velocit molto inferiore a quella della luce, deui il nome di
materia oscura fredda , e debolmente interagenti, chiamate WIMP's
(Weakly Interactive Massive Particle}, oggi si pensa che la particella
che componga le WIMP's sia una particella supersimmetrié@hiamata
neutralino (non ne siamo ancora sicuri percle la loro deb®linterazione
con il resto della materia le rende delle particelle estremeente di cili
da rivelare, infatti, non sono ancora state osservate). Atialmentee la
teoria della materia oscura fredda che sembra essere la piobabile. In-
fatti see la materia oscura fredda a dominare, lo scenaria dbrmazione
dell'universo sarebbe quello chiamato dal basso verso talbssia dalle

2La teoria di supersimmetria suppone che ogni particella ch@sserviamo ha una particella \ombra"
(in inglese, \shadow"), massiva. Per esempio, per ogni qudr ci dovrebbe essere un corrispondente
\quark" (shadow-quark) che lo segue dappertutto.
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strutture pu piccole (stelle, galassie) a quelle pu gradi (ammassi); se,
invece, fosse quella calda a dominare lo scenario sarebbellguchiama-
to dall'alto verso il basso, vale a dire che si sarebbero foate prime le
strutture pu massicce quali gli ammassi che si sarebberm un secondo
tempo, frantumati creando le galassie. Ora dalle osservaai risulta che
le galassie siano tutte in equilibrio dinamico al contrarialegli ammassi
e perco devono, probabilmente, essersi formate prima, daui la pref-
erenza per il modello di materia oscura fredde&E importante notare che
e pe necessario che una piccolissima parte di materia@ga calda sia
comunque presente altrimenti non sarebbe stata possibikenascita degli
ammassi di galassie in cos breve tempo. Questo modello dpetizza
una materia oscura costituita in prevalenza da materia oscaifredda, da
una piccola parte di materia oscura calda e da materia barima viene
detto modello della materia oscura mista.

2.2.2 La radiazione e il corpo nero

La radiazione presente nell'universo, composta da fotommeutrini,
onde gravitazionali e scoperta nel 1964 da A. Penzias e R. ¥dh, com-
porta le stesse caratteristiche della radiazione di un casmero. Durante
le prime osservazioni ci si rese conto che il gra co della dga spettrale
di energiau( ;T ) in funzione di per ogni valoreT della temperatura
era molto simile a quello di un corpo nero. Questa radiaziorestata
originata circa 300000 anni dopo il Big Bang quando l'univep aveva
una temperatura di circa 3000 K. Come sappiamo e precisantenin
guesto momento che ebbe luogo la separazione tra materia diazione.
Fino a questo momento infatti la materia era interamente iomazata
(gli elettroni erano dunque liberi) e i fotoni interagivanocontinuamente
con le particelle di materia garantendo un equilibrio. Vi &, cicee un
interazione tra i fotoni e gli elettroni liberi che componeano questo
gas ionizzato, e quindi i fotoni non potevano propagarsi ldsamente.
Questo signi ca che il gas non permetteva alle radiazioni giassare ed
era dunque opaco e non trasparente. Dal momento in cui l'ur@kso rag-
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giunse questa fatidica temperatura materia e radiazione separarono:
gli elettroni si legarono ai protoni creando gli atomi, il ga cosmico,
neutro, diventa quindi trasparente e la radiazione poe popagarsi
all'interno dell'universo senza pu incontrare ostacoliarrivando no a
noi.

Questo particolare tipo di radiazione prende il nome di radzione
cosmica di fondo (CMB, sigla diCosmic Microwave Backroungl oppure
radiazione cosmica a 3 K, nome che deriva dalla sua tempenatiche,
grazie alle osservazioni compiute negli ultimi decenni etsga stimata
a 2725 0:0001 K. Il CMB possiede diverse caratteristiche che la
contraddistinguono:

appartenenza alle microonde radio; possiede dunque una
lunghezza d'onda di qualche millimetro soltanto,

irraggiamento di uso estremamente omogeneo,
il suo carattere termico,

la sua estrema isotropia.
Il corpo nero e la legge di Planck

Nell'anno 1900 Max Planck scopr che lo spettro della luceyp essere
descritto dalla densia spettrale di energiau( ;T ) in un determinato
intervallo di frequenza a +d e a unatemperatural data e ottenne
il seguente risultato teorico
8h 3 1

u(;T)d = & gkat 1d ; (2.2)
dovehe la costante di Planck. Questa predizione si riveb esserperfet-
tamente in accordo con le osservazioni sperimentali.

Dal gra co fornito dalla radiazione del corpo nero, integrado su tutte

le frequenze otteniamo la legge di Stefan-Boltzman
1
u(T) = u(;T)d = 74
0
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Figura 2.3: Radiazione del corpo nero del CMB, misurata dal satellite Cbe. [12]

Se cerchiamo il massimo di( ;T ) otteniamo la legge di Wien

ke T
max=2:81BT

Grazie a queste due leggie dunque stato possibile ricavaliae tem-
peratura e la lunghezza d'onda proprie al CMB, e, applicantial risul-
tato ottenuto da Planck, e possibile dedurre la densitn dienergia della
radiazione cosmica di fondo

_ A(KgT)*

34 3
rad — 9%7("0)3 10 g/cm

2.2.3 |l vuoto e la costante cosmologica

L'energia oscurae un ipotetica forma di energia che riemeil'intero
spazio in modo omogeneoE stata introdotta per spiegare i risultati
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ottenuti da ricerche e ettuate su supernovae di tipo la nel 298 da
alcuni astro sici, che indicavano un aumento della veloeaitdi espansione
dell'universo e non una diminuzione.

\Nel tentativo di ottenere un universo statico, Einstein tenb di
manipolare la sua equazione aggiungendo un termine coskniche
chiano costante cosmologica. Questo termine, usualmeniadicato con
il simbolo ,e perfettamente consistente da un punto di vida matem-
atico, e funziona come un termine di repulsione (cambiato diegno
pw funzionare come termine di attrazione). Si otteneva ua soluzione
statica a patto che la costante avesse un valore preciso, & da
compensare esattamente l'attrazione gravitazionale dalimateria su £
stessa. Perche dovesse avere proprio quel valore risubiandeterminato;
inoltre, come si cap successivamente, la soluzione castenuta era
instabile, nel senso che una perturbazione anche in nitesa avrebbe
nito per ampli carsi e fare allontanare sempre di pu la sduzione da
guella statica. Quando fu scoperta I'espansione dell'uravso da parte
di Hubble, Einstein ammise che la costante cosmologica etats il pu
grande errore della sua vita.

Anche se matematicamente una costante con e etto repulsiggerfetta-
mente coerente, rimane il problema di sapere see possilierpretarla
iIn modo coerente anche per quanto riguarda la sica. Il suo etto
sarebbe quello di una sorta di antigravie, e quindi a primavista
assurdo. In relativia generale, la sorgente di gravia mne data solo
dalla materia-energia, ma anche dalla pressione, che si dmnano nel
termine + 3p"[15]. Per avere antigravib abbiamo dunque bisogno o
di una massa-energia negativa, o di una pressione negatillaproblema
e che non conosciamo particelle che abbiano massa o enengggativa;
possiamo pel ottenere una pressione negativa dalla tearielle parti-
celle elementari. Uno dei metodi pu semplici conosciutilayiorno d'oggi
per produrre antigravig, e quello che vieni chiamato e etto Casimir
(scoperto nel 1948 e veri cato nel 1997).
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Prendiamo una coppia di lastre di metallo immerse nel vuotaoter-
emo che oltre alla minima forza gravitazionale che tende ad\acinarle
esiste anche un altro tipo di forza, spiegabile solo mediaia sica quan-
tistica, che avia tendenza ad attirarle una verso l'altra.Cerchiamo ora di
spiegare guesto e etto. Secondo la visione classica unaioeg spaziale
e vuota quando none presente materia e ci troviamo in una g&iazione di
minima energia in cui I'energia totaleEy = 0. Secondo la sica quantis-
tica, e possibile interpretare il vuoto come lo stato fondmentale, vale a
dire di minima energia, di un campo elettromagnetico; in qwto modoe
possibile associare al vuoto un energia di punto zero(un egia minima)
e uttuazioni di questa energia. La possibilib di associee un energia al-
la situazione di minima energia di un campo ellettromagnetbe dovuta
al fatto che la forza elettromagnetica pw essere quanti&ta assumendo
caratteristiche molto simili ad un oscillatore armonico peil quale si ha:

1
Eo= O+ > ~I:

Otteniamo cos una con gurazione di minima energia corEg 6 0 al
contrario della teoria classica in cui si ottiend&eg = 0. Inoltre, come
conseguenza diretta della disequazione di Heisenberg j2'dnergia del
vuoto subisce continuamente variazioni spontanee, le uttazioni, che
portano alla creazione di coppie di elettroni e positronigl antiparticelle
dell'elettrone che hanno dunque carica positiva), dal na| che dopo aver
\vissuto" per un breve periodo si annichiliscono . Queste @si particelle
sono chiamate particelle virtuali (abbiamo gia accennatoi djuesto fatto
nella sezione 1.1).

Possiamo ora tornare alle nostre due lastre di metallo. Vexdno che
esse delimitano chiaramente tre porzioni di spazio: una gina, con uno
spazio delimitato e due esterne, con uno spazio \illimitato Ora qual-
siasi campo elettromagnetico possiede un proprio \spettr@ontenente
diversi tipi di frequenze. all'esterno delle due lastre malliche, ossia
in una regione \libera" tutte le frequenze possono esisterdll'interno
della cavifh, dove le onde sono ri esse da una parte all'ala tra le due
lastre, invece la situazionee diversa; alcune frequenzmno ampli cate
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mentre altre sono soppresse. Si sviluppa quindi una pressonegativa
che permette alle due placche di attrarsi.E questa pressione negativa
che crea antigravig.

Figura 2.4: Rappresentazione gra ca dell'e etto Casimir.[14]

L'energia del vuoto, generando pressione negativa, potieb quindi
fornire I'antigravie. che cerchiamo. Si dimostra infatti che un termine di
energia di vuoto inserito nelle equazioni di Einstein geremun termine
di costante cosmologica.

E possibile ottenere un limite superiore per , imponendo oh la densia
totale di massa-energia (inclusa quella di vuoto) non sia o maggiore
del valore della densitn critica; se cos non fosse, I'Umerso sarebbe
In espansione ad un ritmo molto maggiore di come lo vediamo gig
Possiamo esprimere questo limite come, . 1. Dalla teoria
delle particelle elementari e possibile calcolare il vate atteso della
costante cosmologica, dati tutti i campi di particelle noti Otteniamo
qualcosa come 10'29.Confrontando il valore ottenuto dall'energia
di vuoto con il limite superiore dato dalla cosmologia, ott@amo un
risultato sorprendente: il primo supera il secondo per ben2@ ordini
di grandezza! Probabilmente il disaccordo pu disastrosmai trovato
tra teoria ed osservazione! E chiaro che la sica delle particelle che
non conosciamo deve fornire dei termini che rendono questisatcordo
minimo. Come e perche questo avvenga none pe per nientehiaro.
Dal punto di vista cosmologico, peo, il problema princip& non con-
siste nel dimostrare che la costante cosmologica non e 12@ioi di
grandezza pu grande di quello che dovrebbe essere (l'eeitza osser-
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vativa ci basta!), ma nel fatto se essa possa o0 meno esseredia da zero.

\Una spiegazione molto interessante della piccolezza irtnaale
della costante cosmologica, a cavallo tra la losoa e la co®logia
scienti ca, viene data dal principio antropico. Fu Paul Dirac a notare
una strana coincidenza numerica: il rapporto tra forza elabstatica e
forza gravitazionale tra un protone ed un elettrone, elevatal quadrato,
e circa uguale al numero di particelle contenute nel nostraJniverso
osservabile. Questa equivalenza potrebbe essere una straaincidenza,
ma potrebbe sottointendere una legge fondamentale dellaica che
ancora ci sfugge. Ma mentre il primo numero (rapporto tra faa
elettrica e gravitazionale)e costante nel tempo, il secalo (numero di
particelle osservabili) cambia nel tempo (vedremo questaat breve).
La nuova legge fondamentale implicherebbe quindi la variane della
forza di gravien 0 di quella elettromagnetica. Questa va@azione e oggi
esclusa dalle osservazioni. Robert Dicke propose una saue ben
diversa per questa coincidenza: l'uguaglianza di Dirac uka valida
nell’epoca in cui le stelle bruciano idrogeno in elio, chekepoca in cui
viviamo. Ma questo none un caso: l'esistenza di esseri bgjici come
noi richiede che le stelle abbiano ga sintetizzato abbashza carbonio,
ossigeno ed elementi pesanti da permettere l'esistenza di pianeta
solido con atmosfera e acqua, in cui si possa sviluppare lgavibiologica
basata sul carbonio. Molto prima di questo periodo non potnemo
esistere percle non sono stati prodotti abbastanza metgllsuccessi-
vamente le stelle si spengono e l'universo va verso la mortermica.
Questa spiegazione \antropica" ispio alcuni cosmologiaintrodurre il
cosiddetto principio antropico, che, nella sua forma \dehle", richiede
che una teoria cosmologica per essere accettabile debbadpiroe un
universo in cuie possibile la vita biologica, e quindi la pEsenza di un
osservatore. Percle questo avvengae necessario che iuanso contenga
abbastanza materia barionica (protoni, neutroni) ed eletbni a densia
su cientemente alta da formare stelle, e che duri abbastara&a lungo in
modo che si generino stelle di seconda generazione (ciceainposizione
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non primordiale, arricchite di metalli), attorno alle qual si possano
formare pianeti ricchi di metalli, ed in essi la vita. Se il viore delle
costanti della natura none ssato dalla sica mae assegnt secondo
una certa distribuzione di probabilif, la condizione di ®pitare la
vita biologica selezionera particolari combinazione di dostanti della
natura". Tornando alla costante cosmologica, gli universn cui essa
assume il suo valore \naturale" (ossia 8% non sono idonei ad ospitare
la vita poiche si espandono troppo in fretta, impedendo ladrmazione di
qualsiasi stella. Questo potrebbe giusti care un valore nito basso di .
Questi argomenti sono spesso stati accolti in modo ostilepwattutto
oltreoceano, perclte troppo losoci: se non e nota la distibuzione
di probabilia delle costanti della natura, re teoricamente (percle le
teorie non ci sono!) re osservativamente (perclee impasbile!) l'intera
Impostazione del problema none scienti ca."[17]

E importante notare che vi sono peo anche prove sperimeriia fa-
vore della costante cosmologica, anche se no ai primi anr) $a risposta
sarebbe stata negativa, a parte un aspetto a prima vista sewario. Al-
cune argomentazioni teoriche, basate sulla teoria dell'azione, portano
a pensare che I'Universo sia piatto. Questo \pregiudizio tgico"”, molto
radicato nei cosmologi teorici, rischiava nei primi anni 9 di andare in
crisi su tre fronti:

I'edr dell'Universo, per un possibile valore alto della cstante di
Hubble appariva in contrasto con I'ea degli ammassi globari
(per m =1 abbiamoty' 6:5h 1 Gyr)3;

alcune misure dinamiche di ,, davano un valore di 0.3;

le misure di uttuazioni nella distribuzione spaziale dek galassie
erano in disaccordo con la misura delle uttuazioni del forml
cosmico misurate dal satellite COBE.

3La costante he stata introdotta dai cosmologici in modo da poter paramettrizzare ed esprimerla
comeHo=h 100kms Mpc 1!
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Tutti questi problemi venivano risolti o assumendo un'Unierso aperto
oppure supponendo che I'Universo fosse e ettivamente ptat ma per-
vaso al 70% da un termine di costante cosmologica, qualsiassa essa
fosse. In questo casty' Sh ! Gyr, ., pw essere minore di uno, e la
predizione delle uttuazionitorna. La proposta non era st accolta con
molta convinzione perche sembrava un tentativo arti ciak di salvare un
pregiudizio teorico. Per questo la costante cosmologicard@o dunque
una delle pu grandi sciocchezze mai inventate: introdo# da Einstein
per salvare il suo pregiudizio estetico, era stata accantata alla scoper-
ta dell'espansione dell'Universo. Reintrodotta dai cosnhagi-particellari
come termine di energia di vuoto, risultava in disaccordo ooil limite
osservativo per 120 ordini di grandezza, a meno di non meti@ra zero
per motivi ignoti o di appellarsi ad argomenti incerti basatsul principio
antropico. Inne, era stata reintrodotta con valori ad-hoc sostanzial-
mente per salvare il pregiudizio teorico sulla piattezza d&Jniverso, che
appariva in contrasto con l'evidenza osservativa. Molte pgone rimasero
sorprese quando si dimosto, nel 1998, che, al giorno d'agg ' 70%
della massa-energia dell'Universoe sotto forma di costecosmologica!

Figura 2.5: Osservazione di supernovae lontane e ettuate dal telescap spaziale
Hubble.[15]

La dimostrazione venne dal diagramma di Hubble delle supeave di
tipo la lontane, vedi gura 2.5, osservate da due gruppi ingiendenti.
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Figura 2.6: Diagramma di Hubble per le supernovae lontane.[15]

Questoe mostrato nella gura 2.6 : le supernove hanno magnidini su-
periori a quelle che ci si aspetta in un universo con,, = 1. La di erenza
con la curvarelativa ad ,, =1 ammonta in termini di luminosit a circa
mezza magnitudine. Questo vuol dire che le supernove sonolpntane
di quanto ci si aspetti, e che quindi I'Universo sie espangidi pu di quan-
to faccia per , = 1. Siccome l'attrazione gravitazionale della materiae
responsabile per il rallentamento dell'espansione di Hulg) questo vuol
dire che ,, < 1. Ma perno un universo vuoto ( ,, = 0) non riesce
a riprodurre la minore luminositn apparente delle supernge. Questo
vuol dire che I'espansione dell'universoe accelerata; ialtri termini il
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parametro di decelerazione*e negativo. Per avere un'espansione accel-
eratae pe necessaria una sorgente di \antigravif"; avvero un termine
di costante cosmologica.

Una possibile spiegazione alternativa potrebbe essere alala un diver-
so comportamento delle supernove di tipo la lontane, o dallaresenza
di polvere intergalattica, che fa apparire la luminosia @parente delle
supernove pu debole di quanto sia veramente; ma la scoparti SNe a
z > 1° porta ad escludere questa possibilia,vedi gura 2.6. Inltre, la
presenza di un termine di costante cosmologica viene oggnfaymata da
analisi dettagliate delle uttuazioni del fondo cosmico ne microonde
(vedi dopo) e della struttura a grande scala delle galassiéd quanto
pare, viviamo in un Universo che ha appena iniziato una fase elspan-
sione accelerata, e per il quale,,' 0:3e ' 0:7.

Questa scoperta ha dato un nuovo impulso alla ricerca tecaisulla natu-
ra della costante cosmologica. L'alternativa pu in vogan questo mo-
mento e la cosiddetta quintessenza: la maggiorparte dedhergia del-
I'universo sarebbe immagazzinata in un campo quantisticacalare, |l
guale none in una con gurazione di equilibrio ma evolve legamente
verso l'equilibrio. In queste condizioni il campo non pw scillare, dando
cos origine a particelle osservabili. Questo campo di mecae in piena
espansione, e pota dare pu di una sorpresa nei prossimnai.

2.3 L'universo in espansione: la costante di Hubble

La costante di HubbleH,e uno dei parametri pu importanti nell'am-
bito della cosmologia moderna. Questo parametro, espresschilometri
per secondo per megaparsec (questo signi ca che per ciasmegaparsec
di distanza, la distanza di un oggetto aumenta di una certa @ntig) Ci
indica la velocit di espansione dell'universo a partire al Big Bang no
hai giorni nostri e permette di stimare:

o = % e chiamato parametro di decelerazione e misura l'accele@one o il rallentamento
dell'espansione dell'Universo.
5ze il parametro di redshift ede de nito come 1+ z L= -==
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Le dimensioni dell'Universo, ossia la distanza dell'orinnte®,
mediante quella che viene chiamata distanza di Hubble

e da cui si pw ricavare la relazione tra la distanza e redshift delle
galassied = cH, 'z, dovede la distanza.

L'eqr dell'universo che oggie stimata ato = 1:2 10 anni (tg =
Ho 1), che corrisponde al suo inverso,

to=Hof ( m; )

dovef ( ; ) tiene conto dell'accelerazione o della decelerazione
dell'espansione dell'universo.

Calcolare la densita critica (argomento che svilupperemanel
prossimo capitolo)
_ 3H§
cr — E
Il valore presente della costante di Hubble si ottiene da unsemplice
relazione, scoperta nel 1929 da Edwin Hubble: lagge di Hubble

V
Ho= 3 (2.3)

Mediante questa legge, valida soltanto per oggetti con unlolele redshift
(z 0:1),e possibile mettere in relazione velocita di allontammentov
di una galassia e la sua distanza dalla Terra.

Hubble scopr che esisteva una relazione lineare tra la tisza delle
galassie, calcolata mediante delle stelle cefeidi, e ladaelocif, calcolata
tramite lo spostamento verso il rosso che risultava dall'ssrvazione delle
loro linee spettrali, interpretata come velocita di allortanamento grazie
alla legge dell'e etto Doppler. La scoperta di questa legdern, inoltre,

8Quando si parla di orizzonte si indica una linea ttizia che divida l'universo visibile da quello
invisibile. Questo signi ca che qualsiasi oggetto che abl@ emesso una radiazione e che si trovi oltre
guesta linea non pw essere visto in quanto la radiazione noriesce ad arrivare sino a noi.
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dei valori numerici che rappresentavano I'espansione delhiverso. E

importante accorgersi che, anche se con questa legge si llagdtessione
che la Terra sia il centro dell'Universo. Si tratta, infatti, di un idea
completamente sbagliata, in quanto non esiste un vero e progp centro.

Pensiamo ai punti disegnati su un palloncino che viene gort@ essi si
allontanano l'uno dall'altro con velocia proporzionalealla loro distanza,
ogni punto pw essere considerato come il centro dell'espone. Allo
stesso modo, noi non siamo al centro dell'espansione detiierso, ma in
un suo punto qualsiasi. Un altro osservatore, posto in un ptmqualsiasi
Su un'altra galassia, vedrebbe esattamente le stesse cdse\ediamo noi.

Figura 2.7: Relazione tra velocia di allontanamento e distanza dellegalassie rappre-
sentata gra camente da Edwin Hubble. Questa rappresentaaine permise
ad Hubble di enunciare quella che oggie nota come la leggeltdubble.[18]

Ottenere il valore presente diHp none pepo cosa da poco; infatti
se applichiamo la legge di Hubble a oggetti vicinie sempkctrovare la
distanza degli oggetti osservati ma otteniamo valori delleelocia molto
incerti percle oltre all'espansione dell'universo bisata anche tenere con-
to dell'attrazione gravitazionale tra gli oggetti e di altn e etti che ne
modi cano la velocit. Se invece applichiamo questa legge oggetti rel-
ativamente lontani, ma per i qualie ancora valido il criteioz 0:1,e
facile calcolare la velocia della galassia attraverso ssrvazioni spettro-
scopiche che ci forniscono dati sul redshift cosmologicdécspiegheremo
pu dettagliatamente nel capitolo 4) di ogni una e dal quale possibile
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ricavare la velocia dalla relazione

N
1
ol

(2.4)

ma e molto dicile calcolare la distanza degli oggetti ossevati. A
questo scopo gli astronomi hanno creatta scala delle distanze
cosmiche che ci permette di calcolare la distanza di oggetti distanti
anche centinaia di migliaia di parsec dalla Terra.

Per calcolare la distanza di oggetti lontani, abbiamo divee possibilif,
ma i metodi maggiormente utilizzati sono le tecniche geomathe e
I'utilizzo di candele standard o campione . Un buon esempio che
mostra il funzionamento della scala delle distanzee ceneadi calcolare
la distanza della nube di magellano (galassia la cui distamzisulta
essere necessaria per poter poi misurare le distanze dedligabili cefeidi
e delle super novae di tipo la).

Per le stelle vicine, distanti all'incirca 200 pc dalla Tera, si utilizza il
metodo dellaparallasse trigonometrica che oggi, grazie alla grande
precisione del telescopio Hipparcos, ci permette di conese la distanza
di circa 1@ stelle in un raggio di 200 pc.

2.3.1 La paralasse trigonometrica

La parallasse trigonometricae un metodo di triangolazioa che utilizza
I'orbita terrestre come linea di base (in questo modo otteamo una base
su cientemente lunga 3 10° m, ossia 2 unif astronomiche (2AU), che ci
permette di ottenere un risultato relativamente preciso;nfatti maggiore
e lalunghezza della base maggioree la precisione dellatinza misurata)
per calcolare la distanza delle stelle vicine, vedi gura . La posizione
angolare della stella, osservata da due punti dell'orbitaetrestre con
sei mesi di intervallo, fornisce la misura degli angoli e dai qualie
possibile ricavare la parallassp dalla relazione

(+).

p= >
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La parallasse di una stella, misurata in secondi d'arco, hampre dei val-
ori molto piccoli; il seno coincide dunque con la parallasseessa misurata
in radianti; la distanza di una stellae quindi

Figura 2.8: Misura della distanza di una stella mediante il sistema dedl parallasse (le
proporzioni del disegno non sono reali, infatti per rappregntare la misura
dalla parallasse di -centauri (la stella pu vicina a noi dopo il sole che
dista all'incirca 7 10* AU dalla Terra) dovremmo posizionare il puntos
a diversi chilometri di distanza dalla cima del foglio.[30]

2.3.2 Magnitudine, cefeidi e giganti rosse

Per le cefeidi e le giganti rosse, delle quali conosciamo lestdnza, e
possibile calcolare la luminosia conoscendo il usso diofoni , ossia
la quantia di energia ricevuta per secondo e per unit di gper cie
dall'oggetto osservato, grazie a

= L=4d?2 (2.5)

La luminosit di queste stelle in funzione della temperatta della super-
cie stellare (espressa come la di erenza tra la magnitudandella banda



35 Capitolo 2. L'universo osservato

di frequenza B con =450 nm e la banda di frequenza ¥Ycon =550
nm, chiamata indice di colore) fornisce il diagramma colofle@minosia,

dove la luminosite espressa in scala logaritmica inveesin funzione
della magnitudine assoluta & My :

My = 2:5logL, + costante

La correlazione fra colore e luminositr rende inevitabiléa correlazione

Figura 2.9: Diagramma luminosit-colore di stelle la cui paralasse e stata calcolata
grazie al satellite Hipparcos. L'asse delle ordinate ripota I'indice di lumi-
nosiha espressa in magnitudine assoluta, mentre l'asciss indica l'indice di
colore B-V (Le stelle con un valore di B-V alto sono stelle chéhanno una
temperatura super ciale bassa e sono dunque stelle piccoke poco lumi-
nose le stelle con un valore di B-V basso, invece, hanno unartgeratura
super ciale alta e sono stelle massicce e molto luminose .8l

tra colore e usso , infatti il usso si pw esprimere anch'esso come
funzione logaritmica inversa in funzione della magnitudm relativa m:

m= 2:5 +costante

La gura 2.9 rappresenta il diagramma colore-luminosia [uminosia
osservata nella banda di lunghezza d'onda V) delle stelle @grtenenti

’Ossia la lunghezza d'onda visibile
8Per un approfondimento sulla magnitudine vedi I'appendiceA.
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alla grande nuvola di magellano (LMC). Si pw notare facilente la
similitudine presente tra questo diagramma e quello dellagura 4.2 e
osservando pu attentamente noteremo che la sequenza ipale e le
giganti rosse sono posizionate all'incirca allo stesso pmsiei due casi.

Figura 2.10: Si tratta del diagramma colore-magnitudine per le stelle ditre regioni
della grande nuvola di magellano (LMC) misurata dal telesqgoio spaziale
Hubble. L'ordinata rappresenta la magnitudine apparente ella banda
F555W: F555WV = 2:5log( 555W )+ costante dove 555We il usso
nella banda 555W (la lunghezza d'onda media di questa bandale 525
nm, valore simile a quella della banda V. Per questoe possie metterli a
confronto). L'ascissa rappresenta l'indice di colore (ossa la di erenza di
magnitudine tra la banda F555W e F814W). Comparando la magnudine
apparente delle stelle di LMC con la magnitudine assoluta rika via lattea
e possibile stimare la distanza di LMC .[18]

Questa similitudine ci permette di ipotizzare che la luminsita intrin-
seca delle stelle (ossia quello che espresso in magnitudimgisponde alla
magnitudine assoluta) sia uguale sia per le stelle vicinembstro sistema
solare e osservate da Hipparcos, sia per le stelle della glamuvola di
magellano. Questa ipotesie facilmente veri cabile in mod abbastan-
za semplice. Infatti le costanti che entrano in gioco nellaedhizione di
magnitudine sono state scelte in modo che la magnitudine agente sia
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uguale alla magnitudine assoluta ad una distanza di 10pc:
my = My +5log(d=10pc) + A

Grazie a questa uguaglianza e possibile sfruttarey = Ly=4d? per
calcolare la distanza della grande nuvola di magellano. Seliaziamo la
magnitudine delle giganti rosse otteniamo:

dLMC ' 1q3C 1d):2(19225 0:75) » 50KpC

Questo risultato ha un margine di errore del 10%.

Le tecniche tradizionali che permettono di calcolare le denze, sono
dunque una variante del calcolo e ettuato sopra per calcala la distanza
di LMC. E peo importante sapere che le giganti rosse possono esser
utilizzate soltanto per distanze maggiori o uguali ad 1 Mpcpu in la
infatti la loro luminosite troppo debole e non sono pu visibili. A
delle distanze che possono raggiungere i 50 Mpc si utilizza altro tipo
di stella: le variabili cefeidi . Questo tipo di stelle, molto giovani e
molto luminose, possiede una magnitudine assoluta di circad (questo
signi ca che sono 100 volte pu brillanti delle giganti rose utilizzate
per determinare la distanza di LMC e sono dunque visibili a sianze
maggiori), sono delle stelle pulsanti, ossia la loro lumisda varia nel
tempo con un periodo compreso tra 2 e 40 giorni. Grazie ad Eeitia
Swann Leavit, nel 1912 si scopr che la luminosit delle vaabili cefeidi
e una funzione del periodo di pulsazione:

Ly=n mlogP +qB V) (2.6)

doveP e il periodo n ,m ,q sono costantieB Ve l'indice di colore.
La magnitudine assoluta delle variabili cefeidi si pw cablare dal nu-
mero limitato di cefeidi osservate da Hipparcos e per le qual conosce
la paralasse, oppure dalle cefeidi presenti nella grandevola di magel-
lano. E chiaro che se vengono usate le cefeidi di LMC sala necessar
determinarne la distanza mediante altri sistemi che non uizzino le ce-
feidi, per esempio le giganti rosse utilizzate nell'esenapiliscusso sopra.
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Gli unici oggetti su cientemente lontani per permettere di determinare
Hg sono peo le supernova di tipo la, che hanno una luminosiassima
uniforme (la luminosit di ogni supernovae nel suo momentdi massima
luminosiie uguale per qualsiasi supernovae) in questo ado possono
essere utilizzate in modo e cace nella scala delle distanzeer deter-

minare la distanza delle galassie nel quale si trovano. Uriral metodo

per calcolare la distanza di queste galassie e calcolarreedistanza at-

traverso leggi che mettono in relazione la luminosit e laidpersione di
velocifa, come la relazione diTully-Fisher  per le galassie a spiraleE

importante sapere che entrambi i metodi (supernovae la e egione di

Tully-Fisher) devono essere calibrate attraverso le misare ettuate con

le variabili cefeidi.

Il valore della costante di Hubble che risulta da queste misazionie per

la supernovae la

Ho=68 2kms 'Mpc !

e per la relazione di Tully-Fisher

Ho=71 4kms *Mpc *:

2.3.3 Metodi sici per ricavare la costante di Hubble

Fino qui sono stati elencati i metodi astro sici, che si bas@ cie
sulla scala delle distanze, che permettono di determinare Histanze
galattiche. Riassumiamoli brevemente:

Dalla paralasse possiamo ricavare la distanzidelle stelle a noi rel-
ativamente vicine, e in seguitoe poi possibile ricavarke, conosciuti
il usso e la distanza.

Ora sapendo che la luminosit intrinseca propria ad un deteninato
gruppo di stellee sempre uguale, possiamo ricavare la casizad da
(2.5) per le stelle per le quali la paralasse none pu utiizabile.
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Conoscendo la distanza e la velocit di allontanamentov si ricava
Ho.

Esistono pep tre altri metodi detti \ sici" che permetton o di evitare
I'utilizzo della scala delle distanze (non sempre molto presa).

Il primoe il metodo della fotosfera in espansione  (EPM) ap-

plicato alle supernovae di tipo Il: dopo l'esplosione la s@&p cie

(fotosfera) della supernovae si dilata con una veloci&' 10 ¢, la

velocitr pwo essere calcolata dallo spostamento Doppletelle linee
dello spettro della supernovae. Conoscendo il tempp dell'esplo-
sione della supernovaee possibile calcolare il diametrelth fotosfera
D =2v(t t)).

Figura 2.11: Questo diagramma rappresenta schematicamente la fotoskedi una su-
pernovae in espansione ad una velocitv. La velocit pwo essere dedotta
dalla posizione e dalla forma delle linee spettrali. Conosndo il mo-
mento dell'esplosione della supernovagey, Si pw dedurre il diametro
D = 2v(t texp). Stimando il valore dell'anglo grazie alla legge di
Stefan Boltzmae possibile, in seguito, stimare la distana R.[18]

Conoscendo I'angolo e possibile calcolare direttamente la distanza
della stellad = 2v(t tj)= . per le stelle extragalattiche I'angolo

e troppo piccola per essere determinata direttamente ma Isi pwo
ricavare dal usso di fotoni emesso dalla stella mediante lagge di

Stefan-Boltzman:
D _, >
d J
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modi cata in modo appropriato tenendo conto che la fotosfarnon
Si comporta esattamente come un corpo nero. |l risultato athuto
con questo metodo fornisce un valore péto:

Ho=73 15km s Mpc

Il secondo metodo utilizza lo sfasamento temporale tra laessa
immagine di un quasar e fornisce un valore

Ho=60 20 km s Mpc ?!
In ne, si sfrutta I'e etto Sunyaev-Zel'dovich e si ottiene
Ho=54 14 km s Mpc %

La media di tutti i valori della costante di Hubble permette d
stimare il valore odierno diHg utilizzato oggi ha[18]

Ho=72 8kms !Mpc 1

2.4 |sotropia e omogeneia

Osservando la distribuzione di materia e di radiazione, ® potuto

notare che il nostro universo e isotropo e omogeneo, osgauguale in

gualsiasidirezione e in qualsiasipunto lo si osservi, sia per gquanto
riguarda la radiazione sia per quanto riguarda la materia.

L'evidenza dell'isotropia dell'universo e data dalle ossrvazioni e
dallo studio della temperatura del CMB (radiazione cosmicadi fondo
o radiazione a 3 k). Misurazioni compiute dal satellite COBECosmic
Backround Exploren con diversi gradi di precisione (kelvin, millikelvin
e microkelvin) hanno permesso di creare delle mappe che mmasb
chiaramente l'isotropia dell'universo, vedi gura 2.12.
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E interessante notare che con delle misurazioni con una piscne
al kelvin si ottiene la rappresentazione di un universo p@&ttamente
Isotropo, ma aumentando la precisione delle misurazioni alillikelvin
e al microkelvin, appaiono delle anisotropie. Queste antsopie sono
dovute allo spostamento Doppler del nostro sistema solareale radi-
azioni emesse dalla nostra galassia.

Figura 2.12: Temperature del CMB registrate dal satellite COBE, prova dd'isotropia
dell'universo. [22]

Lo stesso risultato (ossia l'isotropia dell'universo) sittene creando
una mappa che rappresenti la distribuzione delle galassiendteria)
in una determinata regione dell'universo. La rappresentame della
distribuzione angolare delle galassie fornisce, infattin risultato molto
simile al CMB, vedi gura 2.13.

Per quanto riguarda I'omogeneia dell'universo e imporante sapere
che l'isotropia dell'universo non implica direttamente lasua omogeneia.
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Figura 2.13: Distribuzione angolare delle galassie (materia) secondo '‘APM
survey.[21]

Questa propriet dell'universo e pe veri cabile se si osserva la dis-
tribuzione su larga scala delle galassie al suo interno. Sitea infatti
che la loro distribuzione e uguale in tutte le parti dell'universo, essoe
dunque omogeneo.

Figura 2.14: Distribuzione angolare delle galassie, che dimostra [|'ongeneia
dell'universo du larga scala.[23]

Come vedremo queste due proprie sono fondamentali per feo
costruire i modelli cosmologici nel capitolo 4.



Capitolo 3

Relativia e geometria

3.1 Lo spazio-tempo di Minkowski

Dal punto di vista formale lo spazio-tempo di MinkowskKi (o
semplicemente spazio di Minkowski) e uno spazio vettorial reale
quadri-dimensionale munito di forma bilineare simmetrica

'R* R*! R
x3
;o) 71 (Vi) = Yoot iz (3.1)
i=1
di matrice (rispetto alla base canonica)
1

t 3%

La forma Dbilineare induce una forma quadratica q data
dall'applicazione

1 0 O

o O B
o O

qg:R*' R y! gai)= (viy)

1Una forma bilineare simmetrica :V V! R su un R-spazio vettoriale V soddisfa

(X +yz)= 0 (x2)+ (v:2) 8 2R
(y;x) = (x3y) 8 xyy;z 2 V:

43
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che applicata ad un vettorey fa corrispondere un numero reale. Abbiamo
quindi

a)="yy
e in termini di componenti possiamo scrivere
)(3 2 2 2 2
q(y) = Yy = (Yo +(y) +(y2)*+(ys)"

; =0

Se applicata a x otteniamo cheq ( x) none nient'altro che l'intervallo

invariante ( s)2. A livello in nitesimale abbiamo

X
ds? = cAdt® + (dxi+ dx3+ dx3) = dx dx

chiamato elemento di linea della geometria dello spazio tempo di
Minkowski.

Per concludere lo spazio tempo di Minkowski e valido soltaa per
descrivere sistemi sici privi di gravi; nei sistemi neiquali la gravia
assume valori signicativi lo spazio-tempo diventa curvo equesto
impone di passare dalla relativih speciale alla relatia generale,
abbandonando il modello spazio-temporale di Minkowski.
Nonostante coe peo possibile utilizzare lo spazio-tenpo di Minkowski
per descrivere lo spazio tangente ad ogni punto dello spatempo
curvo della relativie generale. Lo spazio-tempo in presea di gravia
e quindi localmente piatto

Quando la gravia e molto debole o addirittura inesistente lo
spazio-tempo diventa piatto, in questo modo pw essere dggto inter-
amente da uno spazio di Minkowski e non solo localmente; penasgto
uno spazio di Minkowski viene de nito come un@pazio-tempo piatto
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3.2 La relativia generale e le equazioni di Einstein

Esistono due tipi di relativia:

La relativia ristretta , che non comprende lo studio della forza
gravitazionale e permette di studiare la sica soltanto reltiva-
mente ad un sistema di riferimento inerziale (dunque non aglerato)
rispetto all'osservatore.

La relativia generale , che al contrario comprende lo studio della
forza gravitazionale e permette di studiare la sica ancheefativa-
mente ai sistemi di riferimento accelerati. In questo modautti i
sistemi di riferimento diventano equivalenti per poter dasivere le
leggi della natura.

Come noteremo in seguito la relativia generale e esserade per poter
spiegare la curvatura dello spazio-tempo, infatti una dedlconseguenze
pu importanti di questa teoria e la relazione stretta che esiste tra
la gravi e la geometria dello spazio-tempo:la gravia appare come
una propried geometrica dello spazio-tempo associataalsua curvatura.

La relativie generale si basa sul principio di equivalera, che pw es-
sere espresso nel modo segueni@almentee impossibile riconoscere un
movimento di caduta libera (accelerato) in un campo gravitgonale da
un movimento uniformemente accelerato in assenza di un camngravi-
tazionale. L'intervallo invariante pwo dunque essere espresso locaénte
come in relativit ristretta

ds? = dt? + (dx3 + dx5 + dx3) (3.2)

Questo signi ca che localmente gli e etti della gravia possono essere
trascurati. In generale questo none peo possibile, divda necessario
tenere conto degli e etti della gravig, l'intervallo ds? deve dunque essere
espresso come N

ds?= g dx dx (3.3)
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dove g e in funzione della posizione e del tempo e determina la
geometria dello spazio-tempo e quindi la sua curvatura, agda gravit
L'equazione (3.3) descrive la metrica dello spazio tempohe nella
relativien specialee rappresentata dall'equazione () eg e chiamato
componente del tensofemetrico.

[l risultato nale degli studi sulla relativia generale e ettuati da Ein-
stein, che corrispondono all'equazione completa per deasere il campo
gravitazionale, portano all'equazione di Einstein 0 equazione del
campo gravitazionale:

1 8G
R 39 R= 3T (3.4)

dove R e chiamato tensore di Ricci,R la curvatura scalare di Ric-
ci, G la costante gravitazionale eT il tensore energia quantit di
moto, che rappresenta la materia presente nell'universo dtia rela-
tivia ristretta sappiamo che E = Mc?) e le sue caratteristiche. E
dungque possibile descrivere la geometria dello spazio-f@onattraver-
so T, ossia la materia. Questo signica che la geometria del nost
universoe strettamente legata alla quantit di materia @ntenuto in esso.

3.3 Curvatura e \embedding diagrams"

In questa sezione ci occupiamo di alcuni aspetti geometriondamentali
per lo studio dei modelli cosmologici trattati nel capitolod; essi sono il
concetto di curvatura e di \embedding".

3.3.1 La curvatura

Per cominciaree importante notare che si possono distingue due tipi
essenziali di curvature:

2| tensori possono essere rappresentati in termini di sistem di coordinate come vettori di scalari,
in termini matematici come una matrice, ma sono de niti in modo tale da permettere la scrittura di
equazioni indipendenti da qualsiasi sistema di coordiantescelto.
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Figura 3.1: Rappresentazione delle tre possibili curvature e di come ggiono gli angoli
interni di un triangolo a seconda della curvatura intrinseca dell'oggetto
studiato. Abbiamo o= w+ [+ .[27]

La curvatura estrinseca : La curvatura estrinseca e legata al
modo in cui la super cie e immersa in uno spazio di dimension
maggiori rispetto all'oggetto studiato.

La curvatura intrinseca : La curvatura intrinseca, invece, dipende
dalla struttura stessa della super cie in questione. Si titta della
curvatura propria all'oggetto. Cos, un essere il cui spaae costi-
tuito da tale super cie e che quindi non ha percezione di cithe
sta all'esterno di essa, pw facendo delle misure internper esem-
pio misurando gli angoli interni di un triangolo- vedere di ganto
il risultato si discosta da per avere una misura della curvatura
intrinseca del suo mondo, vedi gura 3.4. La curvatura intmseca
dipende dal tensore di curvatura di Riemann.

Vediamo ora quali sono gli elementi indispensabili che peettono di
descrivere e studiare la curvatura di un oggetto.
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In geometria di erenziale I'elemento che studia la generakazione
delle super cie chiamato variea . Dalla geometria analitica del pi-
ano, sappiamo che l'operazione fondamentalee il prodottecalare, che
permette di calcolare in particolare le distanze tra punti,

p
d(@b = k¥, k= (%% %) (% %a):

Anche in geometria di erenziale esiste l'analogo del protto scalare;
essae chiamata matrice ede data da una forma bilineare simetrica g
che de nisce I'elemento di lunghezza

x3
ds® = g dx dx :
=0
Un esempioeg = e otteniamo lo spazio-tempo di Minkowski.
Il concetto di varieae un concetto abbastanza generale @nito con lo
scopo di modellizzare \spazi a pu dimensioni", eventualmnte curvi,
che localmente possono essere rappresentati da uno spazididkowski
o euclideo, sono quindi spazi localmente piatti, ma che vigflobalmente
possono assumere le forme pu svariate. Un semplice eseongi variet
e la super cie terrestre. Per noi infatti la Terra appare cane una
super cie piatta in quanto ne vediamo soltanto una piccola arte, in
realn peo essae sferica. Lo spazio e lo spazio-tempo rso esempi di
varietr di dimensione 3 e rispettivamente 4.
In g e contenuta tutta l'informazione sulla geometria delle vaet,
in particolare da g e possibile calcolare le curvature mediante for-
mule complesse che fanno intervenire le derivate prime e cede di
g . L'oggetto nel quale e contenuta l'informazione sulla cuatura e
chiamato tensore di curvatura di Riemann R . Nel caso di
uno spazio euclideo o di Minkowski, ossia uno spazio senzavatura,
abbiamo R = 0 questo oggetto possiede dunque tutte le proprieta
necessarie alla descrizione della curvatura.

Analizzeremo ora il concetto di curvatura intrinseca per urclasse
particolare di varief, quelle legate ai modelli cosmoldgi che tratteremo
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in seguito. Prima di fare questoe peo importante notare be l'ipotesi di
Isotropia e omogeneit implica che la curvatura dello spaz sia uguale
In qualsiasi punto; questo signi ca che lo spazme una variea di
curvatura costante

Per classi care gli spazi tri-dimensionali che godono di gsta propriea
si utilizza la curvatura scalare di Ricci (costante in ogni pnto dello
spazio). Si pw infatti dimostrare che

R
R —1—2(99 9g9)

Questo signica che possiamo classicare le variet trigdhensionali
secondo il segno dRr.

Ora se prendiamo in considerazione le possibili geometrigasgiali,
compatibili con l'ipotesi di isotropia e omogeneif, ablbamo solo una
delle tre seguenti possibilia per I'elemento di linea

( )

2
s r’(d 2+sin®d % k2f+1;,0, 1g (3.5)

d2=2
alkr2

Si pw dimostrare, vedi capitolo 4.1, che (3.5) si pw anoh scrivere,
e ettuando un cambiamento di variabili, come

d = 2di?+ a(t)qd 2+ Sk( )(d 2+sin?d 2]

Per questo elemento di linea la curvatura scalare di Ricci ka

R:6§ (3.6)

da cui risulta chiaro che
sign(R) = sign(k)

possiamo quindi classi care i tre modelli secondo il segno | nel modo
seguente:
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Sek =0 si ha R = 0. Si tratta del modello privo di curvatura.

Sek = 1sihaR = 1. Si tratta del modello con curvatura
negativa.

Sek = +1 si ha R = +1. Si tratta del modello con curvatura
positiva.

3.3.2 Embedding e rappresentazione 2D

Cerchiamo ora di analizzare le proprie geometriche datéall'elemento
di linea
4 2= dr2
1 kr2

Per prima cosa dobbiamo introdurre delle coordinate carte-
siane X = (W;X;Y;Z) in uno spazio euclideo o pseudo euclideo
(Minkowskiano) ttizio quadri-dimensionale® (R* ) o (R* ) con
metrica = diag(1;1;1;1) o = diag( 1;1;1;1) e dimostrare che,
con la scelta corretta dei parametriX = (W;X;Y;Z) e della relazione
tra loro, e possibile ricostruire I'elemento di linead 2. La particolare
relazione esistente tra \(V;X;Y;Z) de nisce quindi una super cie tridi-
mensionale immersagmbedding ) in R*.

+r%(d2+sin?d 2 k2f+1:0; 1g

Prima di analizzare singolarmente i tre casie opportuno idicare che
I'elemento di linea corrispondente alla metrica  in R*e dato da

d?=  dX dX = dwW?+ dX?+ dY?+ dz? (3.7)
e nel caso di

d?=  dX dX = dwW?+ dX?+ dY?+ dz? (3.8)

3E importante non confonderlo con lo spazio quadridimensioale che rappresenta lo spazio tempo.
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Per prima cosa analizzeremo il caso in cui= 0; abbiamo

d 2

a(t)’fd 2+ 2(d 2+sin®d g
a(t)%f dx? + dy? + dZ%g: (3.9)

In questo caso notiamo che I'elemento di linea corrispondegaello
della geometria euclidea; lo spazio pw quindi esser infgetato come
un iperpiand*. La rappresentazione di una super cie bidimensionale im-
mersa (embedded) nello spazio euclidd®’e semplicemente un piano,
vedi gura 3.2, ed il modello in questionee piatto.

Figura 3.2: Embeding 2D della geometria spaziale del modello FRW con k=0il
modelloe detto piatto.

Il secondo caso che analizzeremoe quello in du= +1; abbiamo

d 2= a(t)fd 2+sin? (d 2+sin?d ?):g (3.10)

“Nello spazio tridimensionale euclideo un pianoe un insiera di punti che soddisfa un'equazione
lineare e separa i punti rimanenti dell'intero spazio in due semispazi. Una nozione corrispondente
in uno spazio bidimensionale, come nel piano cartesiano dfito ad un sistema di assi cartesiani
ortogonali,e data da quella di retta, insieme che soddisfaun'equazione lineare e separa lo spazio in
due semipiani. In uno spazio monodimensionale, ovvero in unretta si ha un punto che separa lo
spazio in due semirette. Questa situazione si pw risconre in uno spazio di 4 o pu dimensioni e
l'insieme lineare che separa i punti rimanenti in due insiemviene detto iperpiano. Pu formalmente,
dato uno spazio di dimensione nita ne detto iperpiano un sottospazio di dimensionen 1. [34]
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Ponendo (generalizzando in coordinate sferiche)

W = cos
X =sin sin cos
Y =sin sSin sin

Z =sin cos (3.11)
con 0 ; 0 e0 2 sidimostra che
X =W?2+X2+Y2+272%2=1 (3.12)

(3.2) descrive una sfera tridimensionale.

Si dimostra pure che I'elemento di linea corrispondente alla super cie
tridimensionale embedded inR* ) secondo (3.12) corrisponde a (3.10)
(ponendoa(t) = 1):

Risolvendo secondo {;' ) otteniamo:

dX?2=cos sin cosd +sin cos cosd sin sin sin'd'
dY2=cos?® cog sit'd 2+sin? co€ sinf'd 2+sin? sin® cog'd 2
dZ?=cos?> cofd ? si® sinfd ?
dWw?= sinfd 2
da cui otteniamo

X =d 2+4sin? d 2+sin? sin® d' 2

in seguito
X =d 2+sin? (d?+sin?d ?

5>SeM Ce una sottovariet di dimensione m di una variea N di dimensionen e g" e g\ le
rispettive metriche. Allorasef : M ! N e un'embedding di M in N, la metrica indotta da gN suM
via f e data da
M (x) = g @f of
g (9= g (F () G gyX 2 M
Nel caso considerato qui I'embeddinge l'applicazionef : V! R*conf(; )= (WX)Y;Z)edi
calcoli sono semplici considerato chg" e diagonale.
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che corrisponde al nel casok =1

L'equazione (3.12)e la parametrizzazione di una sfera ttimensionale,
ssando = =2 otteniamo una sfera bidimensionale, vedi gura 3.3, ed
il modello FRW in questionee detto chiuso .

Figura 3.3: Embeding 2D della geometria spaziale del modello FRW con k=k il
modelloe detto chiuso.

L'ultimo caso che analizzeremoe quello in cut = 1; abbiamo:

d 2= a(t)’fd 2+sinh?(d 2+sin’d ?)g (3.13)
Ponendo
W = cosh
X =sinh sin cos
Y =sinh sin sin
Z =sinh cos (3.14)
conO 1 :0 e0 2 sidimostra che
X = W2+ X2%2+VY2+27%2= 1 (3.15)

Si dimostra pure che l'elemento di linea corrispondente allsuper cie
tridimensionale immerso (embedded) inR* ) secondo (3.15) cor-
risponde a (3.13) (ponend@&(t) = 1)
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L'equazione (3.15)e la parametrizzazione di una iperbalde tridimen-
sionale, dal quale otteniamo un iperboloide, vedi gura 3,4d il model-
lo FRW in questione e detto aperto , poicle l'iperbolee una super cie
aperta®.

Figura 3.4: Embeding 2D della geometria spaziale del modellFRW con k=-1: il modelloe
detto aperto.

8In geometria un iperboloidee una quadrica, ciee un tipo di super cie in tre dimensioni, descritto

, . 2 2 2 . .
d? un'equazione della formaX; + & %, = 1(iperboloide ad una falda) oppure

X+ ¥ Z = 1(iperboloide a due falde)
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| modelli cosmologici

4.1 Le possibili geometrie

Lo scopo dei modelli cosmologicie di descrivere dal punta dista geo-
metrico lo spazio-tempo, per fare questoe dunque necessaspeci care
la geometria tramite I'elemento di lunghezzals®>. Ricordiamo che nella
relativia ristretta abbiamo, in coordinate cartesiane,

ds? =  dt?+ dx2 + dx3 + dx3:

Per ottenere uno spazio isotropo ed omogeneo, propriebchieste
dalle osservazioni dell'universo discusse nel capitoloe2necessario che
la geometria sia sfericamente simmetrica in ogni punto dellspazio
(isotropia) ed identica in ogni punto dello spazio (omogers. Per i
possibili modelli cosmologici scriveremo quindi I'elemendi lunghezza
per la geometria dello spazio-tempo  come

ds?= cdt?+d ? (4.1)

cond 2 I'elemento di lunghezza che de nisce la geometria dello spa
e che deve dunque rappresentare uno spazio isotropo ed omege La
separazione della coordinata temporale dalla parte spalEgermette di

vedere la geometria dello spazio tempo conie |, perogni t 2 R

abbiamo uno spazio tridimensionale determinato.

Cominciamo dalla soluzione pu semplicek = 0, che ci permette di
ottenere esattamente la metrica di uno spazio euclideo, ckecondo le

55
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osservazioni sembra anche essere la pu probabile (si valeapitolo 5),
ossia quella che consiste a porre

d 2= a(t)?(dx?®+ dy? + dz?) (4.2)

chee invariante per rotazione (isotropia) e per traslazioe (omogeneit)
dello spazio e dovea(t) e una funzione della coordinata temporalet
chiamata fattore di scala che ci indica la \grandezza" della parte
spaziale dello spazio-tempo al tempd. Questa geometriae chiamata
geometria di Robertson-Walker piatta ed e uno dei tre modelli
FRW (Friedman-Robertson-Walker) che sono ammissibili quamodelli
cosmologici e per i quali il fattore di scala(t) si deduce dalle equazioni
di Einstein della relativie generale.

Osserviamo che matematicamente i tre possibili modelli si dren-
ziano per il tipo di curvatura, che pw essere positiva, nediva o nulla,
in questo ultimo caso si parla di geometria piatta (RW).

La distribuzione delle galassie (e della radiazione) nei mhelli FRWe
considerata come un uido in cui le galassie possono essevasiderate
come delle particelle localizzate in un puntoxgy;z) identico per ogni
tempo t, infatti se le velocia delle galassie non fossero nulle avrebbe
una contraddizione con l'ipotesi di isotropia. Le coordina (x;y;z) sono
chiamatecoordinate comoventi , esse non parametrizzano la posizione
sica delle galassie poicke con il cambiare del parametreemporalet
guest'ultimae data da (a(t)x;a(t)y;a(t)z). Per esempio se due galassie
hanno una distanza in coordinat&.qoq = X2+ y2+ z2allorala
distanza sica d(t) al tempo te data da

d(t) = a(t)dcoord

via (4.2). In questo senso la geometria ssata da (4.2) rapgsenta un
Universo in espansione come suggerita dalle osservaziorsmologiche
di redshift.

Osserviamo che le coordinatex(y;z) sono da interpretare come un
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sistema di coordinate in cui le galassie sono immobili e il (/e
Isotropo, esse de niscono il sistema di riposo dell'univeo.

Metrica di Friedman-Robertson-Walker

L'elemento di lunghezza per la geometria dello spazio tempe?, scritto
In coordinate sferiche, utilizzato per descrivere le projgh geometriche
del cosmoe chiamato metrica. In cosmologia viene utilizzala metrica
di Friedman-Robertson-Walker (o metrica FRW):

|
dr? 2424 2cir? 4 2
+r°d “+r°sin“ d (4.3)

- 2 2
ds? = cAdt? + a(t) T

dove (r, , ) sono coordinate sferiche, ee stato scelto in modo che sia
una variabile radiale comovente de nita nel modo seguente:

r = sinh sek = 1
r = sek =0
r = sin sek =1

a(t) e il fattore di scala dell'universo ad un certo tempot, ke |l
parametro di curvatura (rappresenta la curvatura spaziale) e, come
abbiamo visto pw assumere tre valori, 1;0;+ 1, che corrispondo alle tre
possibili geometrie che pw assumere l'univers& anche possibile riscri-
vere I'elementods? e ettuando un cambiamento di variabili e scriverlo
dungque come:

ds? = cAdt? a(t)z[d = Sk( )(d 2+sin?d 2)] (4.4)
8 9
2sin k =+1 =2
S()=_ k=0

sinh k = 1
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Per fare questoe su ciente introdurre la nuova variabile nel modo

seguente ;
r
U1 K2z
che per integrazione dar = Sy( ), infatti

8 9
Z dr 2 arcsinr k =+1 =2
Tl KO

"arcsinlrk = 1

che permette un'interpretazione geometrico/ sica pu chara, come si
e visto nella sezione 3.3.2.

4.2 1l redshift cosmologico

Consideriamo un fotone emesso da una galas§ache faremo coincidere
conr = 0 e ricevuto su una galassids ad una distanza coordinata e
non sica, r = R. Se . corrisponde alla frequenza del fotone emesso
al tempo te dalla galassiaG. e ricevuto al tempot, dalla galassiaG
otterremo che la frequenza, del fotone che ha viaggiato nello spazio
tempo della geometria spaziale

d 2= a(t)q[dr?+ r?(d 2+sin? d 2?)] (4.5)
La luce si propaga lungo una curva radiale, ossia cone costanti, e
caratterizzata dads® = 0. Otteniamo quindi

0= dt?+ a%(t)dr?

integrando otteniamo quindi
Z R

Zt

rodt

- = ar = R 4.6
Lan o o (4.6)
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ossia una relazione che lega i tempi di emissione e ricezicaléa
distanza-coordinataR dei due eventi.

Se consideriamo I'emissione di due fotoni successivi sgada t e,
vale a dire con una frequenzae = ti e visto che gli impulsi percorrono
tutti la stessa distanza-coordinata (la coordinata = Re costante) si ha

Zurt gt “u
—— =R = -
to+ to A1) t. a(t)
e supponendot ¢ e t, piccolissimi possiamo scrivere
Z Z
brte gt T dt Y te
to+ to a(t) . a(t) a(t) a(te)

. tr te _ . .
da cui Ay a) - 0 e quindi

T a(te)
e at)
In un universo in espansiona(t) cresce con il tempo, quindiggf; <1
da cui possiamo dedurre

r > e

guesto determina uno spostamento delle frequenze ossesyanoto

come redshift cosmologico . E importante osservare che il redshift
cosmologico none dovuto al moto delle galassie (sorgent&petto alla

Terra (ricevitore) ma all'espansione dell'Universo; infii si vede bene
il legame esistente fra la frequenza e il fattore di scala daidipende

direttamente il redshift cosmologico.

Si introduce il parametro di redshift  z de nito come

1+ 7 _r:_e:a(tr).
e Aty
Se considerano delle galassie vicine al nostro sistema fieoie un e etto

molto simile all'e etto Doppler, ossia
r

0_ C Vr V
c ( v) C
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e si introduce la velociav = cz. Considerando questo caso, al momento
della ricezione la distanza sicad tra le galassiee

d(t) = a(t/)R

Sappiamo che, in generale(t) = d(t) = a(t)R e quindi

a(t)
== 4.7
1 a(t)d (4.7)
e da cui otteniamo dunque, per un segnale ricevuto al tempp
7 — r e — Q(tr) d (48)

a(t;) ¢’

Se consideriamo come tempo di ricezione il tempo preseingeallora
dalle equazioni (4.8) e (4.7) otteniamo ldegge di Hubble

V = Hod

dove

a(to)

Ho = H(to) = a(to)

(4.9)

4.3 |l primo principio della termodinamica per i
modelli FRW

Tutte le quantia interessanti per descrivere I'evoluzime di un univer-
S0 in espansione si possono derivare dal fattore di scala empare nei
modelli FRW discussi nei paragra precedenti e vista l'ipogsi di omo-
geneita dipendono unicamente dal parametra. L'ipotesi di isotropia e
omogeneit riduce le variabili associate al contenuto d8Universo inter-
essanti da studiare a due, ossia la pressiopee la densit di energia .
Grazie al primo principio della termodinamicae possibildegare tra di
loro la pressione, la densit di energia e il fattore di scal Se consideri-
amo un un volume sicoV che contiene un energi& = V , dove e la
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densit di energia, otteniamo allora

dE = pdV (4.10)
perche l'unico lavoro compatibile con l'ipotesi di isotrgpiae quello di
compressione uniformeW = pdV ; il termine Q (calore) deve in-

vece essere nullo, infatti per l'ipotesi di omogeneia nowi devono essere
di erenze di temperatura per ognit ssato. Il volume V contiene un
numero ssato di particelle dato e, ad esso, corrisponde uret@rminato
Veoord Che rimane costante, infatti le coordinate comoventi dellgarticelle
costituenti il uido cosmico non cambiano. Il volume sicoV e legato a
Vcoord da
V(t) = a-3('[)\/coord

Dalla relazione (4.10) abbiamo

d( aSVcoord) — da3Vcoord

dt dt
Otteniamo dunqueil primo principio della termodinamica per

la cosmologia , ,
da da
g pE (4.11)

Applicando il primo principio della termodinamica alle diverse compo-
nenti dell'universo (materia, radiazione e vuoto), possmo ricavarne le
rispettive pressioni e densig, in funzione del parametrdi scalaa(t).

Materia

La materiae de nita come un uido, di pressione trascurable, composto
da galassie; possiamo dunque porpg, = 0 ottenendo

d mad
dt =0
da cui .
a0 = m(to) j(tt")) (4.12)

dovetge il tempo presente.
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Radiazione

Abbiamo visto che la radiazione cosmica di fondo si comportame un
corpo nero, e sapendo che per un corpo nero alla temperaturala
temperatura e la pressione sono legate da
1
Pr = 37
dove
_ 2 (ksT)*

e g = 2 per i fotoni, ma globalmenteg = 3:4. Utilizzando la relazione
tra pressione e densit per il corpo nero si ottiene

a(to) *
r = (to) a(t)
E interessante notare che dalla de nizione di densiti dedl radiazione
(equazione 4.13)e possibile ricavare un'informazionelfavoluzione della
temperatura del CMB in funzione del fattore di scala
a(to)
a(t)
osserviamo quindi che l'espansione dell'universo provocea dimin-
uzione della temperatura del CMB.
Inoltre paragonando ,, e ; si pw stabilire se ad un determinato tempo
t l'universoe dominato dalla materia oppure dalla radiaziae.

(4.13)

(4.14)

T(t) = T(to)

Vuoto

Non vi sono ancora dati certi, ma alcune osservazioni, cometo nel
capitolo precedente, sembrano indicare chg 0Oe costante nel tempo,
da cui possiamo ricavare

Pv= v
e questo porta ad una pressione negativa, il cui lavoro capionde
ad una espansione piuttosto che ad una compressione (ved dtto
Casimir).
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4.4 L'equazione di Friedman

L'equazione di Friedman

chee derivata dall'equazione di Einstein, permette di stdiare la dinam-
ica dell'universo, ossia la sua evoluzione. Da questa egae e infatti
possibile dedurre l'accelerazione o decelerazione dativérso, che cor-
risponde aa(t), e il fattore di scala che ne determina I'espansione in
funzione del tempo. Si pw inoltre notare che tutta la dinanca dell'u-
niversoe strettamente legata alla densitn giocano un rule cruciale nella
dinamica dell'universo. Vedremo ora come e possibile deare questa
equazione utilizzando la sica newtoniana ottenendo un nigtato molto
vicino a quello ottenuto utilizzando la relativib generde e le equazioni
di Einstein.

Derivazione con metodo newtoniano

Sia d la distanza media fra le galassie (di massa) nell'Universo, R

il raggio di una regione sfericés dell’'Universo. Ora consideriamo una
galassiaG situata sul bordo di S. Secondo la legge della gravitazione
newtoniana la sua energia potenzialE,.;e dovuta alle sue interazioni
con le galassie presenti all'interno della regiorte e vale

GMm 4G
Epu= —gp = 3z Rm

doveM corrisponde alla massa contenuta i e e la densit di materia
(supposta costante). Essendo la sfe&in espansione la galassia possiede
un energia cinetica che vale

1 1

Otteniamo allora dalla relazioneE = E¢jy + Epot
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m 8G
E=—- —R?+R?

2 3
da cui [
£ _ 8G R2+ R?

m 3

Essendo il sistema isolato, I'energia totalee costante eudque anche |l
rapporto % Possiamo dunque porrén% k ottenendo

8G _ kR
3 R2 R
Se identi chiamo R = a si ottiene I'equazione di Friedman

8G
2 2 _
a —a = Kk

- 3
E importante sottolineare che I'analisi svolta soprae vatla soltanto se
R soddisfa le seguenti condizioni

R d' 1Mpc

R - 3000 'Mpc
Ho

ossia se ci occupiamo di una piccola porzione di Universo.

4.5 Evoluzione del fattore di scala nel modello
FRW piatto

Per poter studiare l'evoluzione temporale del fattore di sta e nec-
essario, oltre all'equazione di Friedman anche il primo prcipio della

termodinamica. X
2 8Ga “ _

= 3
Scrivendo la densia come

k (4.15)
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Dall'equazione di Friedman pert = ty otteniamo

8G o
H3 =0
0 3
da cui (scrivendo o = ) possiamo ricavare la denia attuale del

modello FRW piatto chiamata densia critica e notata . ponendo
= m+ [+  edallaquale si possono de nire le tre grandezze

m(to) _ r(to) _ (o)

m = r— A
cr cr cr

(4.16)

dove n+ [+ =1perilmodello FRW piatto.

Essendo, nel modello FRW piattok = 0, moltiplicando a(t) per una
costante I'equazione di Friedman non cambia. Possiamo dure) porre
arbitrariamente a(tg) = 1. Utilizzando il risultato del primo principio
della termodinamica otteniamo un'espressione della delasn funzione
del fattore di scalaa(t)

(a(t))

nO+ O+ WD)

m L roy
Toadr)  att)

dove utilizziamo l'ipotesi (t) = (to) per ognit.

Possiamo dunque riscrivere I'equazione di Friedman come
1 2
—a +Us(a=0 4.17
o e+ Ve (@) (4.17)
dove [

1
Ue () = 5 vaz+ ?m+a—2r: (4.18)

Si tratta di un equazione che assomiglia molto ad una equaa® della
meccanica newtoniana del tipo energia cinetica pu enewgipotenziale,
con energia meccanica nulla.
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4.6 Soluzioni dell'equazione di Friedman (FRW
piatto)

4.6.1 Casi particolari

Possiamo veri care, dati a(t) nel caso di un Universo dominato da
materia, radiazione o vuoto che l'equazione (4.17)e veriata.

Nel caso di un Universo dominato dalla materia abbiamo
m=1 ,=0; y=0ea(t)= a(t=tg)>®

L'equazione (4.17) pw dunque essere riscritta come:

1
a’>= “H3 4.19
2’ = _H§ (4.19)
Abbiamo I
4 T
2 — 2=3
as(t) = <t —
Sappiamo che ,
a“(to) _ o
H2= = = a(t 4.20
abbiamo infatti a(tg) = 1, otteniamo dunque
41
Hi=a2= -5
0 9t2

Ora da (4.19) otteniamo

2=3
visto che (%)4=3 = ' Abbiamo veri cato che a> = 1HZ e dunque, in
0

guesto caso (4.17),e veri cata.

Nel caso di un Universo dominato dalla radiazione abbiamo
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m=0 =1 v=0ea(t)=(y)"

e I'equazione (4.17) pw essere riscritta come

1
a® = gHg (4.21)
Abbiamo 1t
2 _ 0
a’(t)= > —
2°(t) = 4
e da (4.20) possiamo scrivere
1t 2 1
HZ= a(t))= = > =2
0=a()= 7 4 4
da cui grazie all'equazione (4.21) otteniamo
1tg  H¢
()= 37 = =
a

Nel caso di un Universo domlnato dal vuoto abbiamo
m=0; ,=0; y=1lea(t)= eH(t to)

doveH? = 83V = 5 = costante, e H corrisponde alla costante di Hubble
per questo caso particolare.

L'equazione (4.17) pw dunque essere riscritta come

a’= a’H¢: (4.22)
Abbiamo ()’
2 —- 2
a’(t)=H D

anche in questo caso da (4.20) possiamo scrivere
H§ = a*(t)) = H?

e da (4.17) otteniamo

E quindi anche in questo caso I'equazione di friedmanne verata.
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4.6.2 Spazi delle fasi

Dalla de nizione di di U e possibile osservare che

Us (@) >0

(eccezion fatta nel casdJe = 0 per a = 0 nel caso di un Universo
dominato dal vuoto). In questo modoe possibile a ermare ol

a60

infatti a>=2H2U, (a) > 0.

Analizzando il potenziale e ettivo (Ue ) e possibile fare un analisi
gualitativa della funzione e rappresentarla nello spazioafa); ossia
I'analogo dello spazio delle fasi di un sistema meccaniconngdissipativo
(in questo caso cort = 0).

Figura 4.1: Potenziale e ettivo del modello FRW piatto. In magenta il caso ,, =1,
in bluilcaso =1, inverde il caso , =1, in rosso l'equivalente del
valore dell'energia meccanica k = 0).
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Caso =10 ,=1:

Nel caso di un Universo dominato dalla materia o dalla radiaane,
otteniamo due situazioni molto simili dallo studio diUe . In en-
trambi i casi notiamo chea diminuisce, questo signi ca che velocia
diminuisce; il fattore a, invece aumenta abbiamo quindi un espan-
sione. Otteniamo quindi che con , =10 , =1 I'Universo si
espande con una velocia sempre minore no a diventare nalle
quindi arrivare ad una situazione di \equilibrio statico".

Figura 4.2: Spazio delle fasi per il potenziale e ettivo del modello FRWpiatto: nel
caso di un Universo dominato dalla materia o dall radiazionele orbite
hanno questo comportamento.

Caso =1

Nel caso di un Universo dominato dal vuoto,invece notiamo ela
aumenta e non diminuisce, visto che anche in questo casaresce,
si vede che in questo caso I'Universo si espande con una véloc
sempre maggiore. Questo signi ca che dopo un certo tempali
oggetti presenti nell’'Universo saranno distanziati in moal tale che
I'Universo si pota de nire come vuoto.
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Possiamo quindi discutere il caso generale a partire dahalisi dello
spazio delle fasi associato al potenziale e ettivd, , ecco un esempio.

Figura 4.3: Potenziale e ettivo del modello FRW piatto con ,, = | = Vv = %
(blu), I'equivalente dell'energia meccanica (rosso) e se@rapposta all'asse
orizzontale.

In questo caso abbiamo la situazione seguente (ricordianea(ty) =
1 dovet, rappresenta il tempo presente).
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Wl

Figura 4.4: Orbite del modello FRW piatto con , =

4.7 Modelli FRW con curvatura

Soluzioni dell'equazione di Friedman

Ora possiamo scrivere le soluzioni delle equazioni di Friredn nel caso
k 6 0O, utilizzando i risultati del primo principio della termo dinamica
(nel casok 6 0).

L'equazione di Friedmane

8G
2 2
a a= Kk
= 3
dove = L+ + . Dove queste ,, e , in funzione di a(t) sono

date da (4.12) e (4.14),con, costante. Sostituendo queste espressioni e
de nendo i parametri come in (4.16) otteniamo

! !
wr 8C L aw e
3 cr m a(t) r a(t) v

riscrivendo il fattore di scala nel modo seguente

_at)
b(t) = alto)
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si ottiene I

2 aZHZ P+ -«

m r
N3

che assomiglia al caso FRW piatto per quel che concerne il patiale
(equazione (4.18)) e il fatto che si pongh(tp) = 1.

Introducendo K
— 4.23
‘ (Hoa(tp))? (4.23)
Si ottiene 1
= ¢
Eb?+ Ue (b) = 5 (4.24)
dove [
1
Ue (D) = 5 B+ TmJ' ﬁr ; (4.25)

Questa equazione e molto simile al modello FRW piatto e anehin
guesto caso abbiamo un'‘equazione del tipo energia cinetjgia energia
potenziale con energia meccanica data dg.

Al tempo tg (b(tp=1)) I'equazione si riduce diventando semplicemente:

ERASR AN

Per rendere questa struttura ancora pu simile poniamo
= Hot (4.26)

in modo tale che E—d_E—H_
dt ~ dtd ~  °d

Solitamente per risolvere I'equazione (4.24) e dunque caste un
modello cosmologico si procede nel modo seguente:

1. Si speci cano i parametri ; ; m;Ho
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2. Si determinab( ) integrando
1 d
¢ 2Ue (b

N
o4

3. Siriscala utilizzandoHq per trasformare in t mediante (4.26). In
guesto modo si pw determinare il valore da(tp) con

S
k
a(ty) = =1
(O) CHg Cc
e Si ottiene cos
a(t) = n Hat 4.27
(t) T jb( ot) (4.27)

Discutiamo alcuni casi ricordando che il potenziale e ettio U (b) < 0

Modello FRW piatto ( =1)

In questo caso abbiamo . =1 = 0 e quindi non ci sono casi
in cui b= 0 (e quindi a = 0). Questo modello e caratterizzato
da k = 0 poicte .= 0. Ede presente una singolari'ad a = 0
chiamata Big Bang .

Modello FRW aperto ( <1

In questo caso abbiamo . =1 > 0 e quindi non ci sono casi
in cui b=0 (e quindi a = 0).
Questo modelloe caratterizzato dak = 1, poicle > 0 e come

nel caso di un Universo piatto kK = 0 oppure . = 0)e presente
una singolariea ad a = 0 chiamata, anche in questo caso Big Bang.

Modello FRW chiuso ( > 0)

In questo caso . =1 > 0. Questo modelloe caratterizzato
dak = +1, poicre ;< 0. Possono perco esistere dei punti in cui
b= 0 (e quindi a = 0), questo dipende peo da =2. Si possono,
infatti distinguere due casi:
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Figura 4.5: Potenziale e ettivo del modello FRW aperto con = = Vv =
(blu), I'equivalente dell'energia meccanica (rosso) corisponde a =2

Wl

1. Se =2 > maxg Ue (b) allora b6 0 8t. Questo signi ca che
I'Universo evolve da una singolarifa in cuia = 0 espandendosi
all'in nito.

2. Se =2< maxg U (b) allora esistono due valori dt per i quali
b= 0. In questo caso possono esistere due tipi di modelli: I
primo comincia anch'esso da una singolaritn in cua = 0 (Big
Bang) ma al contrario del caso 1 non si espande all'in nito
ma, arrivelm ad un punto di massimo per poi collassare nella
singolariee a = 0 (Big Crunch ). Il secondo modelloe un mod-
ello che rappresenta un Universo periodico, infatti si espde
e si contrae all'in nito. Visto che in questo caso non ci sono
singolaritr I'espansione comincia da un valor@ > a; dove a;
corrisponde al primo punto in cuib= 0. E importante notare
che il valore di deve essere in accordo co(tp) = 1 e le osser-
vazioni empiriche dimostrano che questo modelloe da esdere
per il tempo a(tp) presente.
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Figura 4.6: Potenziale e ettivo del modello FRW piatto con , = r =y = %
(blu), l'equivalente dell'energia meccanica corrispondea =2 > 0 in verde e
corrispondente invece a =2 < maxg Ue (b) in rosso

Come vedremo nel capitolo 4 il modello pu probabile per qudo
riguarda il nostro Universoe quello con geometria pianak(= 0), questo
signi ca che ha avuto inizio ad una singolariba = 0 e decelerata no
ad oggi (il massimo diUe , infatti corrisponde corrisponde all'incirca ad
a=1). A partire da questo punto, I'Universo comincia poi una é&se di
espansione leggermente accelerata.

Dall'equazione (4.25)e possibile ricavare in quali perai dell'evoluzione
dell'Universo abbiamo dominazione di materia radiazione ®uoto.
Scriviamo

Ue = Up+ U + Uyt

Possiamo subito notare che pes! 0

U UnUy

1Una singolarine un punto dello spazio-tempo in cui la for za gravitazionale diventa in nita e la
relativia generale non vale pu. Nei punti di singolarit a si ha dunque anche una densif in nita.
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guesto signi ca che I'Universo si comporta come un Universtominato
dalla radiazione (questoe suggerito anche dalle ossern@z empiriche).
In seguito abbiamo un periodo nel quale

Un  UsU

e dunque I'Universo si comportea come un Universo dominatdalla
materia, ed in ne quandoa!1l abbiamo

U Ul

e I'Universo salm dominato dal vuoto.



Capitolo 5

Come si comporta il nostro
universo?

5.1 Il diagramma fondamentale della cosmologia

Per rispondere alla domanda del titolo di questo capitolo enecessario
conoscere i valori empirici dei parametri cosmologiciy; m; r;Ho. Da
essie poi possibile ricavar&k, che pw essere positivo negativo o nullo,
e quindi il tipo di modello. Risolvendo l'equazione di Friechan e poi
possibile determinare il fattore di scalaa(t).

Vediamo ora quali sono i tre casi possibili:

Se < , abbiamo < 1 dacui o> 0 e percb avremo un
Universo con curvatura negativa K = 1) che corrisponde al
modelloaperto .

Se = , abbiamo = 1dacui, =0 e perco avremo un
Universo con curvatura nulla k = 0) che corrisponde al modello
piatto .

Se > , abbiamo > 0, dacui < 1, e percbo avremo un
Universo con curvatura positiva k = +1), che corrisponde al
modello chiuso .

77
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Da qui si deduce che conoscendo la densif, che deve esseravata
empiricamente, e possibile ricavare quale dei tre modeliRW descrive
il nostro Universo.

Cerchiamo ora di riassumere le caratteristiche dei tre dix&@ modelli
FRW in funzionedi ,, e , [ puw essere trascurato in quanto il suo
valore e diversi ordini di grandezza minore rispetto agli i due (vedi
oltre). Ora, trascurando ,, abbiamo = ., + ; sappiamo che
per poter de nire il valore di k dobbiamo conoscere . Prendendo in
considerazione un Universo con geometria euclidea, il cualare limite
per vale =1, otteniamo:

v=1 m (5.1)

che corrisponde all'equazione della retta che rappresensa Universo
piatto e che separa il caso con geometria sferida£ +1) da quello con
geometria iperbolicak = 1).

Proviamo ora a classi care i modelli in funzione del compaoaimento
del fattore di scala, ossia determinare quando un Universa hun espan-
sione in nita oppure quandoe destinato a collassare su séesso ad un
certo tempot. Per far si che un Universo collassi, si deve avere un certo
tempot per il qualea = 0, e dunqueb = 0 (si veda il paragrafo sullo
studio delle orbite); se utilizziamo I'equazione (4.25) @siamo dire che
guesto accade per un certbrisultante dalla seguente equazione di terzo
grado:

b+@ . )b+ ,=0: (5.2)

Ora da questa equazione e possibile ricavare i valori di, per i quali,
dato |, esistono o0 non esistono soluzioni dell'equazione (5.2)6 0 se
I'equazione non ha soluzioni.

| valoridi  per i quali abbiamo un Universo con un espansione in nita
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sono dati da:

8 9

>q mcos jarccos —= +4 g >1 >

Questa equazione de nisce il limite che divide i modelli coan espan-
sione in nita e i modelli per i qualie previsto un collasso.

05 chiuso

esp

collasso

0 05 1

m

Figura 5.1: Diagramma fondamentale della cosmologia. Proprietr degli universi per i
quali nme  sono dominanti. La zona circolare rappresenta i valori pu attesi
per il nostro Universo in base hai dati empirici (2003).
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Una volta determinato il tipo di modello cosmologico e poskile
determinare il fattore di scala

Figura 5.2: Evoluzione del fattore di scala (qui indicato con R invece da) per universi
aperti, piatti o chiusi.[35]

5.2 Valori dei parametri cosmologici

Vogliamo ora indicare quali sono i valori attualmente pu @tendibili per
I parametri cosmologici e de nire quale sia la geometria piprobabile
del nostro Universo.

Come abbiamo visto nel capitolo 2, il valore attuale pu atendibile
e relativamente a dabile, per la costante di Hubble, calcato
mediante la velocit di recessione delle supernovae di tida, e

Ho' 72(km/s)/Mpc

Anche il valore di , ricavatoe piuttosto preciso

;' 810°%° ) ' 8 10 ¥kg/m*;
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La densit di radiazionee stata determinata mediante |'®servazione
della radiazione cosmica di fondo.

Il valore approssimativo del parametro di densit della meeriae
m' 003 ) m 3 10 %kg/m>;

Quello chee importante notare nel caso della materia,e @il con-
tributo di materia barionica (ossia della materia che compte stelle
pianeti e esseri viventi)e molto piccolo:

parionica ~ 0: 01

Inizialmente sie cercato di determinare la densitt di maeria bar-
ionica stimando il valore medio di materia presente nelle essie
(capitolo 2.2.1); si ottiene peo un risultato molto inceto. E stato
possibile determinare un valore di densia di materia badnica
relativamente preciso, grazie all'analisi degli elementreati durante
la nucleosintesi primordiale; in questo modo risulta che reca |l

90% della densia di materia (come gia accennato nel capitn2)e

composta da materia oscura, risultato confermato dall'ossvazione
della velocia di rotazione delle galassie (sezione 2.2h& impone
I'esistenza di un alone di materia che non cie peo ancoragssibile
osservare.

L'ultimo parametro cosmologico di cui dobbiamo conosceréval-
ore per poter determinare la geometria dell’'Universoe qlie della
componente del vuoto (o costante cosmologica).

L'esistenza di un parametro , 6 Oe oggi evidenziato dal valore
del parametro di decelerazione attualep

ao8p
b= — (5.3)
a5
che risulta essere negativo, implicando cos l'esistendaun oggetto
che causi un espansione accelerata ¥ 0). Il valore del parametro
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di decelerazionee calcolato sperimentalmente mediantausilio di
candele standard delle qualie possibile ricavare il redghe in ne
il parametro di decelerazione mediante I'equazione

= S+ 92+ 0@ (5.4)
0
dovede la distanza ez il redshift della galassia;g, vale [36]
@' 055

ede dungue negativo.

Ora, dall'equazione di Einstein si pw dimostrare che

a 4G
—= ——( +3p): 5.5
~= 3 ( *3p) (5.5)
Quindi utilizzando i parametrip, =0e py, = v, € trascurando
Si ottiene
a 4G 4G 4G
a: T( +3p) = T(m+2 v) = Tcr( mt2 )
da cui si ricava 1
q= é m V-

Questo signi ca che un Universo in espansione acceleratpessibile
soltanto quando , > =2. Utilizzandoqg = 0:55 e I'equazione
sopra si ottiene

v 07 ) 7 10 ¥kg=m®
e perco questo valoree plausibile.
Ora possiamo utilizzare questi valori per determinare qualsia la

geometria del nostro Universo, sommando i valori delle treedsit
otteniamo infatti:

= vt m*T 1026kg/m3: cr



83 Capitolo 5. Come si comporta il nostro universo?

= + m' 1 (=8 10 ®e trascurabile):

Abbiamo dunque

che come visto nel capitolo 4.5 corrispondono al modello FRW
piatto.

5.3 Altre prove sperimentali a favore di un
Universo piatto

Una delle pu importanti scoperte degli ultimi anni, e che la permesso
di accertare con una ancor maggiore sicurezza quale sia ildatho FRW
che rappresenta il nostro Universo, e stata quella e ettuta dai palloni
aerostatici Boomerang e Maxima nel dicembre del 1998. Media un
telescopio millimetrico Boomerange infatti stato capaceali analizzare |l
CMB in modo molto pu preciso rispetto al satellite COBE evdenziando
chiaramente le anisotropie presenti nella radiazione cosra di fondo a
microonde e misurandone le dimensioni che si sono rivelaterfetta-
mente in accordo con le previsioni e ettuate nel caso in cuiUniverso
fosse piatto. La misura di queste chiazze era gia stata cdba grazie
alle equazioni di equilibrio gravitazione-pressione in ndo molto preciso
ed a dabile; da questi calcoli risultava che la relazione ta le misure
siche e ettuate e la misura angolaré, che dipende totalmente dalla
geometria dell'Universo, nel caso di una geometria Euclidedovesse
indicare una misura apparente delle chiazze pari ad #l'arco; nel caso
di un Universo con curvatura spaziale negativa la grandezzarebbe
minore, mentre in un Universo con curvatura positiva sareldmaggiore.
Ora come appena detto le osservazioni di BOOMERANG e MAXIMA

1La misura apparente di un oggetto espressa in termini di angoe misurata in gradi, secondi e
minuti d'arco.
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indicano che la misura angolare corrisponde esattamente add'arco;
la geometria del nostro Universoe dunque euclidea!

Figura 5.3: La posizione del massimo dello spettro dipende dalla geomat dell'U-
niverso. Dal gra co fornito dalle osservazioni si nota comeil massimo
corrisponda esattamente ad una misura angolare pari ad d'arco (1 =
200 sul gra co).

Gli esperimenti e ettuati sul CMB ci indicano quindi che la geometria
dell’'Universo e piatta, risultato che imponek = 0. In questo modo |l
risultato ottenuto grazie ai valori dei parametri cosmologie conferma-
to. Possiamo dungque essere quasi sicuri di vivere in un Unise con
una geometria euclidea!
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Supernova Cosmology Project

3 L | [ | L | [ L [
- No Big Bang |
2 — —
L Supernovae ]
1 —
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U ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, —]
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Figura 5.4: Questo diagramma rappresenta le diverso possibilia di mdelli FRW nel
caso in cui | sia trascurabile. L'intersezione tra le tre regioni ottenute
misurando il CMB, la distanza delle supernovae e la densitdegli ammassi
di galassie, suggeriscono che la geometria dell'Universade essere piatta
con una composizione dell'Universo di = 0:3 e = 0:7. Questo
signi ca che deve esistere una costante cosmologica diversla zero, ossia
deve esistere energia oscura (o del vuoto). Su questa rappentazione si
possono anche osservare tre regioni distinte: In alto a dest abbiamo il
caso di un Universo periodico, al centro il modello di Univeso con espan-
sione in nita e in basso a destra il modello in cui abbiamo un By Bang
con una successiva espansione no ad un determinato valore assimo e,
in seguito, un collasso in un Big Crunch.






Appendice A

La magnitudine

A causa della grande variazione di luminositn stellare, irastronomia
gueste luminosi vengono normalmente espresse in scabgaritmica di
\magnitudine assoluta". Per un oggetto di luminosita totale L abbiamo
dungue una magnitudine assoluta (0 pu correttamente \magitudine
bolometrica assoluta")

Mass  2:5logLnL? ) +4:76

dove L7 e la luminosit totale del Sole e 4.76 la sua magnitudine. iS
noter che, a causa del segno meno, maggioree la luminagiella stella
minoree la sua magnitudine.

E molto dicile misurare la \magnitudine assoluta” di oggetto. Gli
astronomi la osservano generalmente osservando questieig@ttraverso
speciali Itri capaci di selezionare una sola banda spettla (o \colore"
particolare). Per un oggetto di luminosit L nella banda spettraleC,
la magnitudine assolutae quindi de nita da:

Mc 2:5log(LcnLc? )+ MY C = UB:V:R;l:::

La di erenza tra due magnitudini, per esempioMg My, e lindice
di colore di un oggetto". Per convenzione l'indice di coloreorrisponde
sempre al valore di magnitudine della lunghezza d'onda miremeno il
valore di magnitudine della lunghezza d'onda maggiore.
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Come per la luminosita in astronomia anche il usso viene ggesso
secondo una scala logaritmica chiamata \magnitudine appante". Per
una stella di usso ¢ (al di fuori dall'atmosfera terrestre) della banda
di frequenzaC, \la magnitudine apparente" mc e de nita da

mec C= 25log ¢+ ¢ C = UB;V:R:l

dove (e una costante. Nel caso in cui non ci sia assorbimento in-
terstellare (non ci sia polvere interstellare che assorbenal parte delle
radiazioni luminose) abbiamo ¢ = Lc=(4 d ?) dove de la distanza della
stella. Questo implicam = M +5log d+ costante. La costante ¢ nella
de nizione di mc e stata scelta in modo che in assenza di assorbimen-
to la magnitudine apparente sia uguale alla \magnitudine a®luta" se
d=10pc

Mc = Mc +5log(d=10pc) + Ac C = U;B;V;R;l

dove il \coe ciente di spegnimento” Ac tiene conto dell'assorbimento
interstellare o intergalattico.
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