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Avant-propos

Dans ce travail, on étudie des opérateurs de Schrodinger en présence d’un
champ magnétique, plus précisément deux types d’hamiltoniens magnétiques
bidimensionnels non relativistes (le champ magnétique étant perpendiculaire
au plan).

Ces deux types d’opérateurs se différencient essentiellement par le choix
du champ magnétique. Pour le premier type d’hamiltonien, on prend un
champ magnétique inhomogene selon une direction d’espace; tandis que pour
le deuxieme type, on considere un champ homogene. Dans ce deuxieme cas
on ajoute aussi un mur confinant le systeme selon une direction (le systeme
est donc semi-infini).

Dans un deuxieme temps, on ajoute un potentiel “perturbatif”, aléatoire
ou déterministe, “simulant” la présence d’impuretés dans le systeme.

L’étude de ces opérateurs peut étre vu comme un travail mathématique
en soi. Mais, du point de vue physique, le cas avec champ homogene et
mur présente un lien avec I’étude microscopique de la théorie de 'effet Hall
quantique.

Mentionnons que le cas avec champ inhomogene a été étudié seulement
sans impuretés [7], [13], [3]; tandis que le cas relié a l'effet Hall a déja été
traité en entier [12], [20].

Le résultat principal de ce travail est la preuve de la stabilité d’une partie
du spectre continu des hamiltoniens non perturbés, sous I'effet de ’adjonction
d’une perturbation, pourvu que celle-ci ne soit pas trop grande. Pour le cas
du champ magnétique inhomogene, il s’agit d’un résultat original, tandis que
pour 'autre cas, on trouve essentiellement le méme résultat que [12], mais
sous des conditions moins restrictives.

L’originalité de ce travail est 1'utilisation d’une nouvelle méthode pour
déterminer, sous des conditions assez générales, ’absence de la partie pure-
ment ponctuelle du spectre de 'hamiltonien.

Cette technique se base sur l'existence d’'un commutateur qui peut étre
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relié a la dérivée des branches spectrales, associées a 'hamiltonien non per-
turbé.

On donne maintenant la structure de ce travail.

Au chapitre 1, on définit précisément les deux modeles étudiés. Le cha-
pitre 2 est consacré a la caractérisation des branches spectrales associées aux
hamiltoniens non perturbés.

Le chapitre 3, qui traite le cas avec champ magnétique inhomogene per-
turbé, peut étre considéré comme le coeur de ce travail. Premierement, on
met en oeuvre la nouvelle technique, et on montre ainsi 'absence de spectre
purement ponctuel dans certains intervalles. Ensuite, on montre que dans ces
derniers il y a du spectre, d’ou la conclusion que le spectre y est purement
continu.

Au chapitre 4, on applique les idées du chapitre précédent au cas avec champ
homogene et mur. On trouve que si la perturbation est assez petite alors,
entre les niveaux de Landau, le spectre est purement continu.

Le chapitre 5 présente une généralisation du chapitre 3, et donne quelques
idées sur I'utilisation de la nouvelle méthode concue.

Suite a ce travail mathématique, on s’intéresse aux liens des résultats

obtenus avec la physique, c’est 'objet du chapitre 6.
On expose d’abord quelques idées sur le liens entre la caractérisation des
parties spectrales d’un hamiltonien, et le phénomene de la localisation. On
regarde ensuite la connexion entre la physique de l'effet Hall quantique et
I’étude du systeme avec champ magnétique homogene. On expose brievement
I’effet physique considéré, et ensuite, sur la base du fameux article de Halperin
[6], on discute la connexion entre ses idées et les résultats mathématiques
établis au chapitre 4.

Enfin, dans 'annexe B, on donne une description stochastique pour le
potentiel perturbatif.
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Chapitre 1

Les systemes étudiés

Dans ce travail on étudie deux modeles qui décrivent la dynamique d’un
électron dans le plan (z,y) lorsqu’il est soumis & un champ magnétique per-
pendiculaire a ce plan. Par simplicité, on ne considere pas le spin de I’électron.

Dans le premier modele le champ magnétique est pris inhomogene dans
la direction x. Tandis que dans le deuxieme le champ est homogene mais on
ajoute un potentiel répulsif dans la direction x > 0 qui confine la particule
dans cette direction.

On va appeler ces deux modeles Modeéle avec B inhomogene et Modéle avec
mur.

Le but de ce travail est d’abord d’étudier les spectres (qui, on verra,
sont absolument continus) des hamiltoniens correspondants a ces modeles, et
ensuite, ce qui est la partie centrale, regarder la stabilité du spectre continu
sous l'effet d’'impuretés étendues représentées par un potentiel borné.

1.1 Modele avec B inhomogéne

On va considérer un champ magnétique inhomogene qui ne dépend que
de la variable z, on a donc B(z,y) = B(x), et on fixe les deux conditions aux
limites suivantes

lim = Bi

z5too
avec By # B_ non nuls.
Remarquons que selon les signes de B, et B_ on a des comportements
différents, il faut donc considérer séparément les deux cas suivants:
1. Champs asymptotiques de mémes signes, B, > B_ > 0,
2. Champs asymptotiques de signes différents, B, >0 > B_.
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Dans le cadre de ce travail on ne consideére que le premier cas (le cas “symétrique’
0 > B, > B_ se traite de fagon similaire). Dans I’annexe C on donne quelques
petits résultats au sujet du deuxieme cas.

Les hypotheéses suivantes sont faites!:

1. BEC“(R)etpourtou‘uxERona%>O,

2. lim, .4, B(z) = By, avec By > B_ > 0.

Regardons maintenant I’hamiltonien qui décrit ce modele. Pour un champ
magnétique B € C*(R) le potentiel vecteur A € C*(IR?) satisfait la relation

B =0,A, — 0,4, .

On choisit la jauge de Landau A(z,y) = (0,4,(z)) ou

L’hamiltonien (sans impuretés) a étudier, qui agit dans l'espace de Hilbert
H = L*(R?), est donc
Hy = p%+ (p, — A (1.1)

avec p, = —i0,, p, = —i0,. Hy est essentiellement auto-adjoint sur C§°(R?)
[16, thm. X.34], les fonctions de classe C'™° & support compact sont donc
un coeur pour Hy. L’hamiltonien avec impuretés est obtenu en ajoutant un
potentiel W qui représente I'effet de ces dernieres, on a ainsi

H=Hy+W. (1.2)
Ensuite, on impose la condition suivante sur le potentiel W

aup W ()| = W < oo
(z,y)€R?

donc H est encore essentiellement auto-adjoint sur C§°(R?) car W est borné.

1.2 Modele avec mur

Le cas simple ou on n’a pas de mur et un champ B constant correspond
au probléme de Landau, ou ’hamiltonien est donné par

Hy, = p?+ (p, — Bx)?

1. Dans la suite la validité de ces hypotheses sera admise tacitement.
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le spectre est infiniment dégénéré (donc essentiel)
J(HL) = Uess(HL) = {(2n + 1)3 ‘ n e N} .

On ajoute alors un mur dans le demi-plan des x > 0 qui est représenté
par le potentiel U suivant

1z >
Ulr) = V(x) s?x_()
0 six <0

avec V € C(R,) et V(x) > 0 ainsi que dZ—f) > 0 pour tout z € R.

Des exemples pour le potentiel V' sont:

— Mur polynémial: V(z) = pz?, p >0, v > 1,

— Mur exponentiel: V(z) =e** — 1, a > 0.
Remarquons qu’on pourrait aussi considérer un saut de potentiel donné par
le potentiel V(z) = Vo (1 —e™ ), V5 >0, a > 0.

Ce modele correspond physiquement a un systeme Hall semi-infini (voir
le chapitre consacré aux considérations physiques).

Comme pour le modele avec B inhomogene on se place dans la jauge de
Landau, et le potentiel vecteur est ici simplement (0,4,) avec

Ay(x) = Bx .
Dans ce cas I’hamiltonien non perturbé avec un mur U est
Hy = p; + (py — Bx)* + U , (1.3)
apres avoir ajouté les impuretés on doit étudier
H=Hy+W (1.4)

avec la méme condition qu’au paragraphe précédent. Ces hamiltoniens sont
aussi essentiellement auto-adjoints sur Cg°(R?).
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Chapitre 2

Etude des branches spectrales

2.1 Réduction a un probleme unidimension-
nel

Soit Hy I'hamiltonien (1.1) ou (1.3). On commence par remarquer que
[Ho,py] = 0; d’ou il suit que, pour tout a € R, [Hy,U(a)] = 0, avec U(a) la
représentation unitaire (fortement) continue des translations selon y.

On peut donc (en passant en Fourier par rapport a la variable y) décomposer
Hj en une intégrale directe d’opérateurs unidimensionnels Hy(k) (voir I'an-
nexe A)

D
Hy = / Ho(k) dk
R

avec
Ho(k) =p2 + (k— A)? =p2 + Vk(l) (2.1)
pour le cas du premier modele, et
Ho(k) = p* + (k— Bx)> + U = p? + ;) 2.2)

pour le deuxieme.

Comme Vk(a)(a:) — 400 pour |z| — 0o (o = 1,2), Hy(k) a un spectre pure-
ment ponctuel et un ensemble complet de fonctions propres (voir le théoreme
2.1 qui suit). Pour chaque k& € R on a donc le probléme unidimensionnel

HO(k)SOn,k - En(k)(pn,k: .

On définit alors les branches spectrales comme suit: pour tout n € N, la
fonction

FE, R — R
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définit une branche spectrale.

Une question importante pour I’étude du spectre d’un hamiltonien décomposable
et la mise en oeuvre de la méthode utilisée pour ’analyse du cas avec impu-
retés, est la connaissance du comportement des branches spectrales. Il s’agit
donc de caractériser au mieux les fonctions E,,.

2.2 Non dégénérescence et analyticité

On commence par généraliser la premiere partie du lemme 2.3 de [7]
qui donne le résultat du théoreme 2.1 ci-dessous, dans le cas particulier de
I'hamitonien H (k) = —j—; + (k — A)? avec un champ magnétique B = B(x)
qui a des limites asymptotiques B4 de signe positif.

Théoreme 2.1. Soit H = —j—; + V' un opérateur auto-adjoint. Supposons
que V' satisfait

1. V>0etVeCR),

2. lim|z|ﬂoo V([L’) = +00,
en plus supposons qu’il existe x_,x, € R tels que

3. WO S 0 pour z € (xy,00) et %ff) < 0 pour x € (—o0,x_);

: dx
alors il existe une base orthonormale {¢y}, cy dans D(H) (le domaine de H)
tel que Hp,, = E,p, et les valeurs propres sont non dégénérées.

La preuve du théoreme 2.1 se base sur le lemme suivant [7] pour la
non dégénérescence, et sur un résultat général pour ce qui concerne la ca-
ractérisation du spectre.

Lemme 2.1. Soit I = [z9,00) (respectivement (—oo,x0]), ¢ € C(I) avec
q(z) > 0 pour x € I et ¢ € C*(I) solution du probleme

o"(x) = qlx)p(z), vel (2.3)
avec p € L*(I) et ¢ # 0, alors
o) () <0, zel
(respectivement p(z)¢'(x) >0, z€1).

PREUVE. Considérons le cas I = [x(,00).
On commence par remarquer que

(2.3)
(p') = (&) + 0" = (¢) 4+ qp> >0
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donc ¢¢' est monotone croissante sur 1.

Montrons que le produit ¢’ doit satisfaire ¢(x)¢’(x) < 0 pour tout x € [
des que 'on impose ¢ € L3(I) et ¢ # 0.

(1):  Supposons qu’il existe & € I tel que ¢(z) = 0, alors, si ¢'(Z) =0
on a ¢ = 0; supposons donc ¢'(Z) > 0 et par continuité pour z € (Z,Z + 0)
(0 > 0 petit) p(z) > 0. Par la monotonie de ¢y’ (nul en Z) on a

o(z)'(x) >0, =>1T.

Vu la positivité de p(z) pour x > Z on a ¢"(z) = q(z)p(x) > 0, pour x > Z,
ce qui montre la monotonie de ¢', d’ou ¢'(x) > ¢'(Z) = ¢ > 0 ce qui donne,
apres intégration entre 7 et x,

olx) >clr—2), =>=7

et donc ¢ ¢ L?(I). Un raisonnement analogue pour le cas ¢'(Z) < 0 montre
que (¢ > 0)

ol2) < —clz—7), ©>7
d’ou la conclusion que ¢ ne peut pas s’annuler dans I.

(2):  Supposons donc p(z) > 0 pour tout x € I. Si il existe z € I tel
que ¢'(Z) > 0 alors par la monotonie de ¢’ on a

p(r)¢'(r) 20, z>7

et donc ¢/'(z) > 0 pour z > &, d’on

v

o) > p(@) >0, z>7
ainsi ¢ ¢ L?(I). Un raisonnement analogue pour le cas ¢(z) < 0 et ¢'(7) <0
montre que

p(z) <p@) <0, x>z

d’out la méme conclusion.
Ainsi on doit avoir ¢(z)¢'(x) < 0 pour tout = € I. O

Lemme 2.2. Soit H = —j—; + V' un opérateur auto-adjoint qui satisfait les
mémes hypothéses du théoréeme 2.1. Alors il existe une base orthonormale
{en}nen dans D(H) tel que Hp, = E,p,; en plus la résolvante (H — z)™!
(z € p(H)) de H est compacte.

PREUVE. Si on montre que

Fy ={¢ e DH)|[|¢] <1; [|H| < b}
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est compact pour tout b, alors on a le résultat cherché [17, thm. XIII.64].
(1): Montrons que Fp est fermé. Soit donc {1}, y une suite dans Fy
qui converge (fortement) vers ), montrons que ¢» € Fy. On a clairement

Il = ()" = lim (¢,00)"* = Tim [Jg ]l < 1.

Pour montrer que || H|| < bil suffit de voir que pour A < co on a |[|[HP_x || <
b avec Pq la famille de projecteurs spectraux de H, car limy_, o [|[H P oo ¥ || =
||Hw||. Ceci se voit comme suit: on utilie le fait que s — limy_ . ¥\ = ¥ (o1

on a posé Yy = P_x 1), et on peut alors écrire (on pose ici Py = P_ooy))

Jm (AP = [HEIP) = lim { (0 PHPw) = (0,H70) }

A—~+00

_ 2 _ _
= lim (H*,(¥r —v)) = 0.
Comme HP_ ) est borné, on a

|HPC oyl = Tim ([P sopyinll < lim | Hepu <

ce qui donne l'inégalité cherchée car on a une borne uniforme en A\, Fiy est
donc fermé.

(2): Montrons que Fpy est contenu dans un ensemble compact, ce qui
implique (avec le point (1)) sa compacticité.
Y € Fy si et seulement si [|¢]| < 1 et ||HY| < b ce qui implique, vu la
positivité de H,

(v - &v) <
(¥, Vy) <b

et donc on voit que si ¢ € Fyy alors ¢p € S (Fyg C S) avec

[HY[| < b= [[IlHY] < b= (,Hp) <b= {

s={ofls <1 [ 0P < [Vier e <o)

ol 1& est la transformée de Fourier de 1.
Comme p? — oo et V — oo par le critere de Rellich [17, thm. XIIT.65]
on a que S est compact. Ceci conclut la preuve. Il

PREUVE DU THEOREME 2.1. Le lemme 2.2 assure que le spectre de H est
ponctuel. Montrons qu’il n’est pas dégéneré.
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Pour tout F considérons I'opérateur différentiel L = H—FE, alors I’équation
Ly = 0 est I'équation aux valeurs propres pour H. L étant un opérateur
différentiel du deuxieme ordre, on a dim Ker(L) = 2.

Montrons alors qu’il ne peut pas exister deux solutions linéairement indépendantes
dans L2(I).
Soit ¢(x) = V(z) — E. Comme V est strictement croissant pour x > z et
lim, ., V(z) = 400 il existe g > z tel que pour tout = > zy g(x) > 0;
on peut donc appliquer le lemme 2.1. Supposons ¥, et 1, deux solutions
linairement indépendantes dans 1'espace L2(I) et montrons qu’on aboutit
a une contradiction. Supposons ¥;(z) # 0 (i = 1,2) (si ¢i(zg) = 0 par le

lemme 2.1 on a que ; € L*(I)), alors, si on pose ¢;(z) = fii((;)),
on a

en x = xg

(p1(0); @1 (o)) = (L;1) ,  (a(w0); pa(w0)) = (1;2) -

Par le lemme 2.1 il faut que aq,09 < 0, ainsi que

wi(x) >0
pi(z) <0

pour tout x > xy (i = 1,2), ceci entraine

lim ¢;(x) = (2.4)

0
T—-+00
lim ¢(z) =0

T—+00

pour avoir ¢; € L*(I) (i = 1,2). Or le wronskien W{p;,ps] de o1 et oy
satisfait I’équation [2, §2.5.1]

dW[(pl’(tD?] _
@ 9=

et il est donc constant, mais par (2.4) lim, . . W(z) = 0, donc ¢1 = ¢,
d’ou contradiction.

Soient maintenant 1; et 1, deux solutions de Ly = 0 sur R, si elles sont
dans L*(R) alors elles sont linéairement dépendantes car sur I, 1 = uy
(u #0), et donc Wi ,hs](x) = 0 pour tout z € R. O

Le théoreme 2.1, qu’on vient de prouver, permet de donner les deux
premieres propriétés des branches spectrales.

Proposition 2.1. Pour les deuz hamiltoniens (2.1) et (2.2) on a:
1. les valeurs propres E,(k) sont non dégénérées, pour tout k € R,
2. les fonctions E,, : R — R sont analytiques pour tout n € N,
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3. les fonctions propres ¢,. : R — C sont analytiques pour tout n € N.

PREUVE. Point 1. Une simple application du théoreme 2.1 avec V(z) =
V) (a=12) et E = E,(k).

Points 2./3. Pour les hamiltoniens (1.1) et (1.3), la famille {Hy(k)}, o

est une famille analytique dans le sens de Kato car:

1. p(Hy(k)) = C\o(Hy(k)) # @, et Ho(k) est fermé (trivial),

2. larésolvante R(\g) (Ao € p(Ho(k))) est une fonction a valeur opératorielle
qui est rationnelle en k avec Hy(k) — Ao # 0 pour tout k& € R ce qui
implique que R(\g) est analytique en k.

Par le théoreme de Kato-Rellich [17, thm. XIL.8] il suit que, pour tout k € R,
les fonctions E,, et vecteurs propres ¢, . sont analytiques en k. Il

Remarque La proposition 2.1 montre que les branches spectrales ne peuvent
pas se croiser, et qu’elles sont des fonctions analytiques, donc si elles sont
constantes dans un ouvert, elles le sont sur R.

2.3 Limites asymptotiques

2.3.1 Modele avec B inhomogene

Les limites asymptotiques pour ce modele sont étudiés dans [7], on reporte
ici le résultat suivant (voir remarque finale dans [7]).

Proposition 2.2. Pour tout n € N on a les limites suivantes

Jlim B (k) = (2n+1)Bs .

On peut se convaincre de ce résultat (on pose Hy, = Hy(k)) en remarquant
que pour tout k£ € R 'hamiltonien Hy (2.1) est unitairement équivalent a

. 2
~1 2 k

avec Uy, = e~ =(=k/B()). on peut donc caractériser les propriétés spectrales

de Hy al’aide de ce nouvel hamiltonien. Or, comme dans la limite £ — 400,

on a

A(x—f—%) =Bir+k,

I’hamiltonien est celui d’un oscillateur harmonique de pulsation By, donc
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2.3.2 Modéle avec mur

Pour ce modele on reporte le résultat de [12].

Proposition 2.3. Pour tout n € N on a les limites suivantes

lim E,(k) = (2n+1)B

k——o0

lim E,(k) = 4oo.
k—4o00

Le méme argument qui suit la proposition 2.2 s’applique ici; I’hamiltonien
Hy (2.2) est unitairement équivalent a

ﬁk:UkaU,;l:pi+32x2+U(ﬂv+%) s

avec U, = e =(=%/B)_ Dans la limite ¥ — —oo on a U (I + %) — (0 et on

a donc l'oscillateur harmonique de pulsation B; pour la limite & — 400 on
remarque que le potentiel U (3: + %) diverge.

2.4 Monotonie

2.4.1 Modele avec B inhomogene

La question de la monotonie des branches spectrales pour le modele avec
champ inhomogene a été traitée d’abord par [7] et ensuite par [13]. On reporte
ici la remarque 3.3 de [13] qui suit du théoreme 3.2.

Proposition 2.4. Pour tout k € R, n € N on a
hEn(k) = 2(onk,(k— A)pnr) > 0.
PREUVE. Par le théoreme de Helmann-Feynman on a
OEin(k) = 2(¢np,(k — A)pn ) (2.5)
d’autre part
(@b [iD2, Ho (k)] pnk) = —2(n e, B(k — A)pni) = 0. (2.6)

Remarquons que, comme p, est non borné, cette égalité doit étre prouvée
(voir [13] ou adapter la preuve similaire du chapitre 3 en utilisant le fait
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que sup,cg B(z) = By < 00). Donc, en combinant (2.5) et (2.6), pour un
By e R*

OE (k) = 2 / (B(x) — Bo)(Ax) — k) [pup(@)]? de

.

~~

et comme pour tout k € R il existe un (unique) zo € R tel que k = A(zy),
en posant By = B(xp) > 0 on a

A = (B(z) = B(xo))(A(z) = A(zo)) > 0

I'inégalité suit alors de la monotonie de A et B. O]

Remarque On voit que les branches spectrales sont monotones croissantes
entre les valeurs des niveaux de Landau associés au champ B_ et ceux associés
au champ B, ce qui permet d’établir une correspondance biunivoque entre
les branches spectrales et les niveaux de Landau asymtotiques.

2.4.2 Modele avec mur

Par [12] on a le résultat suivant.

Proposition 2.5. Pour tout k € R, n € N on a

OkEn(k) = 2(90n,k7(k5_Bx)90n,k’)
= 2(pnpU'pni) > 0.

Remarque On voit que, aussi pour ce modele, les branches spectrales sont
monotones croissantes, cette fois-ci entre les valeurs des niveaux de Landau
associés au champ B et +00, ce qui permet d’établir une correspondance bi-
univoque entre les branches spectrales et les niveaux de Landau asymtotiques
en k= —oo0.

2.5 Spectre absolument continu des H

Théoréme 2.2. Le spectre des hamiltoniens (1.1) et (1.3) est absolument
continu, et on a

— pour le modele avec B inhomogene

o(Ho) = 0uc(Ho) = | J [(2n+ 1)B_,(2n + 1)B,] ,

neN
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— pour le modéle avec mur
0(Hy) = 04.(Hp) = [B, + 00) .

PREUVE. Ceci découle du fait que les fonctions FE, sont analytiques et que
OcEn(k) # 0, ainsi les fonctions F, ne peuvent pas étre des constantes;
finalement par [17, thm. XII1.86] on conclut que le spectre est purement
absolument continu. O

Remarque Pour le modele avec B inhomogene le spectre de Hy a une
“structure de bande”; ces dernieres peuvent se recouvrir ou pas, ceci depend
du choix des valeurs B4, et bien sur de la valeur de n. Si on choisit n assez
grand on aura sturement des chevauchements.



CHAPITRE 3. MODELE AVEC B INHOMOGENE 13

Chapitre 3

Modele avec B inhomogene:
effet des impuretés et stabilité
du spectre continu

3.1 Introduction

Au chapitre 2 o a?a étudié le probleme “non perturbé” Hyp = E¢, et on
a vu que les branghes spectrales ont I'allure suivante

Ssieviee]eves g

T

E(k)

R

3B+

oF1G. 3.1 — Les  deuxr  premieres  branches — spec-
trales. Fi1G. 3.1 — Les deuz premieres branches spectrales.
Remarquons que les pseudo-fonctions propres de H s’écrivent comme suit

ezky

%,k(%y) = E@nk(ﬂﬁ) .
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On consideére maintenant ’hamiltonien (1.2) et on veut voir s’il existe des
parties du spectre (absolument) continu de Hy qui restent stables (c’est-a-
dire “survivent”) sous l'effet de ’adjonction d’'un potentiel W (qui représente
les impuretés étendues), si celui-ci est assez faible.

Le but est donc de montrer qu'il existe des bandes d’énergie A, ,,(B4,0)
pour lesquelles, sous certaines conditions imposées a W, le spectre de H est
purement continu dans A,, ,,(Bx,0).

On commence par établir les conditions pour ’absence du spectre ponc-
tuel dans A, ,,(B+,0), ensuite on détermine les conditions pour avoir du
spectre dans cet intervalle, ce qui assure que la partie du spectre dans A, ,,,(Bx,0)
est continu.

3.2 Absence de spectre ponctuel

On commence par définir les intervalles A,, ., (B,0). On classifie les asymp-
totes en k = +oo par ordre croissant (les lignes traitillées dans la figure
ci-dessous, on identifie les valeurs s’ils sont égaux).

Ensuite on pose (voir aussi la figure 3.2)

Amm (BomB'ya(S) = (ﬁn,m;a,’y - 575n,m;a,’y + 5)
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PPPUPPJPJP%:(D\IOTU!C&: w %
SornnEeg PRFREIREEEE, |2

m
=
z

5B+

11B-

9B-

3B+
7B-

5B-

pasconsiderer

=

3B-
B+

oF1G. 3.2 - Définition des intervalles
Ay (By,6). F1c. 3.2 — Définition des intervalles A, y,(Bx,6).
avec:
o (27’L+1)Ba+(2m+1)
Bn mio,y )

— ¢ choisi tel que pour tout £ € A, ,(Ba,B,,0) et pe N
dist(E,(2p+1)By) >0,

— les indices n,m € N et o,y € {+,—} choisis de telle sorte que les valeurs
(2n+1)B, et (2m+1)B,, se suivent dans la classification des asymptotes
(ona (2n+1)B, < (2m+1)B,).
En plus si pour tout £ dans un de ces intervalles on a aucun croisement
entre E et les branches spectrales, 'intervalle n’est pas considéré (voir la
figure 3.2).

Dans la suite on note A,, ,,(Bx+,0) un quelconque de ces intervalles définis
ci-dessus.
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Théoréeme 3.1. Si W, < B(6), avec B(§) la borne supérieure de Wy, solution
de l’équation (3.20), alors
O'pp(H> N An,m(Biyé) =J.

PREUVE. Pour établir la non existence du spectre ponctuel dans A, ,,,(By.,0)
on procede en deux étapes et on aura besoin de quelques lemmes que 'on va
introduire pas a pas.

La stratégie de la preuve est de supposer que pour £ € A, ,,(By,0) il
existe ¢ € L*(R?) tel que HY = Et, et de montrer ensuite que ceci est
impossible si Wy est assez petit.

Etape 1
Supposons ¢ € L*(R?), avec |[1)]| = 1 tel que Hiy = E1, alors on a

I(Ho — EYYI* = [Wo|* < W] = W . (3.1)
Développons ¢ sur la pseudo-base {¢n 1}, N kER des fonctions propres de H

vlea) = Y [ lbyonse) i, 32)

on a clairement

ol = [ =1 (33)
i=0
A Taide de (3.2), la relation (3.1) s’écrit
> [ WP B - B i< W3
i=0 /R
et vu la positivité des termes de la série on a
[ Wk B - B ar < wg (3.4)
R
S [ W®F E® - B de < WE (3.5)
=0 /R
pour tout ¢,/ < m € N.

Si pour «; > 0 on pose §2; = B(kf,«;) (la boule ouverte centrée au point
k¥ solution de E;(k) = E), comme sur la figure ci-dessous,
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oF1G. 3.3 - Définition des intervalles
Q,. Fia. 3.3 — Définition des intervalles €;.

alors on peut écrire (en posant Qf = R\ €);)
We = [P (B - B k> [ 0P (B - B ak
R

> (k) — E)? (K)|2
> klégf(EZ(k) E) o |4 (k)|” dk

7 (3.6)

et comme Q) est fermé on a infreqe (Ej(k) — E)* > 0.

Prenons F € A, ,,(B+,0) et supposons qu'il y a N croisements de E avec
les branches spectrales {E;},. (voir la figure 3.3). Soit N; le plus grand
indice des branches croisées et V| le plus petit indice (ona N = Ny — N +1).
Alors par la monotonie des branches spectrales et le choix de E, on a

|Ey(k) = E| > |Ef(k) =3 =0 >|Ef(k) =B -6>B'=§>0, (>N,
|Ee(k) —E| > |B—=06—E(k)| > |Ey(k)—pl—6>B' —6>0, L<N
ot on a posé 3 égal au centre de l'intervalle A,, ,,,(Bx,9), et B! la distance

minimale entre 3 et la branche Ey, 1, de méme B! est la distance minimale
entre (3 et la branche Ey _;. Par (3.5) on a

e}

Wiz S [P (5 -0)° ar

i=Ny+17R
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et ainsi ,
- W,
(K2 dE < ——2 3.7
i%l/ﬂgwn < (3.7
=yl |2
de méme
2 0
> [ par < i (3.8)
=y |2

Par (3.3), (3.7) et (3.8) on a

=Y /R|q/zi(k)|2dk >1-— ((BTW_O(S)Q + (BLW_O(S)Q) . (3.9

=N,

Voici deux petits lemmes utiles pour la suite.

Lemme 3.1 (Théoréme de la moyenne). Soient a < b, g € C'([a,b])
avec g(x) > 0 et ¢'(x) > 0V € [ab]; f € L'([a,b]) avec f(x) > 0 Vx € [a,b],
alors

[ e = [ s g

avec a < ¢ < b.

Lemme 3.2. Soit J C N un ensemble fini. Pour tout i € J soient € > 0,
fic € LY(R), avec fic > 0 sur R; g; € C®(R), avec g; > 0 sur R, et tel qu’il
existe un unique x} pour lequel g;(x}) = 0. Alors, pour tout g;, fi. tel que

122/fi,e(x)d$ > 1—ne (3.10)
icg /R
/R fie(@)gi(z)dx < ¢ (3.11)

avec v > 0, on a

1> Z/A fie(x)de > 1~ <7+ > sup (gz-(:lf))_l> e

(&
ied icg TEA]

avec N; = (2} — 12l +7) (1, >0) et A =R\ A; (i € J).
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PREUVE. Par (3.11) on a

N fie(z)gi(z) do + N fic(®)gi(z)de < ¢

/Cfi,s(x)gi(x) dr < e (3.12)

vu la positivité de f;. et g;. La méme décomposition sur (3.10) donne

1> Z/ fie(z > 1—9ye—- Z fzs(w)gzgg dz

i€J ied Af
1
> l—ne—)» sup fi,a r)gi(x) dx
ZIGAC gz(m ( ) ( )
(3.12) 1
> 1—vye—- sup ——
Z acEAC 9i (ZL‘)

O

Le lemme 3.2 appliqué aux équations (3.4) et (3.9) (avec A; = €;) donne

1 > Z / (k)| dk
1=N|
Ny
-2
> 1-Wg | e + e + Z,f;gi (k) — E) (3.13)
1= Nl

et comme € est fermé sup,cqe (Ei(k) — E) > < oo.

E‘tape 2
Sit € L*(R?) satisfait Hy = E1, alors formellement pour tout opérateur
Y on a

(v,[iYH]ip) = 0. (3.14)

On prend Y = —y, alors on a
(iY.H =2(p,—A) =C. (3.15)

Le but est de montrer que, pour certains choix de Wy, (3.14) est mise en
défaut, c’est-a-dire que pour E il n’existe pas de fonction ¢ € L%*(R?) qui
satisfait Hy = E.
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Le lemme suivant assure que (¢,[1Y,H|¢) = 0.

Lemme 3.3. Si v est une fonction propre normalisée de H, alors

(1#72 (py - A) 1/}) =0.

PREUVE. Le résultat suit formellement de (3.15), mais comme Y est non
borné il faut le prouver. On utilise la méme technique que [12].

Soit 1» € D(H) = D(H,); premiérement on remarque que

12(py — A)plI* = 4(,(py — A)*)
< A, [p2+ (py — A)°] ¥)
< 4||Hoy|| < o0

Pour A > 0 posons Ry = A(iY + A\)™!, on a ||R,|| = 1. Pour la suite il
sera utile de montrer que les deux inégalités suivantes

12(py — A)R\Y[| <00 et [[HRy| < o0

sont vérifiées uniformément par rapport a A. Or, comme W est borné, il s’agit
de montrer que ||HyR\|| < o0; en effet on voit que si la deuxieme inégalité
est satisfaite alors il en est de méme pour la premiere, car

12(py — A)Ratp|| < 2| HoRxto||'/? .
On remarque que pour A > 0 on peut écrire
400 ]
Ry= A\ / e Mem Y dt

0

et donc .
[HoRawll A [ ¥ Hoe ey dt:
0

voyons que ||Hoe )| = ||Vt Hpe 1| < P(t) (un polynéme en t), alors
pour tout A > 0 on aura (k € N)

+00 1 +oo
)\/ e Mtk dt = VA e %P ds < o .
0 A% Jo

Or y est le générateur des translations selon p, (dans I'“espace des im-

pulsions”), donc A _
ezYtHoe—zYt — p£2€ + ([py . t] _ A)Z



CHAPITRE 3. MODELE AVEC B INHOMOGENE 21

et on peut écrire (¢t > 0)

[Hoe ™l = ||[%+ ((py — 4) = )] ¥
= |72+ oy = AP + £ = 2t(p, — A)] ¥
[l + 261, — A0l + 2

<
< ||How|| + 2t| How || + 2.

Retournons au probleme de départ. Les inégalités que I'on vient de mon-
trer permettent d’affirmer que la norme du vecteur suivant est finie

HY Ry =i H(Ry — 1) (3.16)
donc que les égalités suivantes sont satisfaites

CYy = —(Rx—I1)C(Ryx—1I){p — (Ry—I)Cy
_C(Ry = I)0 + RaC Ry (3.17)

R\CRy) = R\(iYH —iHY)R\0
= W(R\YHR — R\HY R\1))

O N(HRy — RAHY) . (3.18)

Par (3.18) on a (¢,R\CR)v) = 0, car Hip = E1 et Ry est borné. Voyons
qu’en laissant A — 400 on a (¢,CY) = 0 ce qui est le résultat cherché. Par
(3.17) on a

[(,CO) < [(h,(Rx = DO(Ry = DY) + [(4,(Rx = 1)C)]|
+[(,C(Rx — 1)v)]

< [[(Bx = DllICy]| + [[CRyI) + 2[[ (R = Dyl ICY|]
= [[(Ba = Dof (ICR || + 3] CY])
<o
et, en utilisant I’égalité Ry — I = —\"'iY R}, on conclut en remarquant que
S — hm)\*ﬂroo(R)\ - I) = 0. ]

Pour mettre en défaut (3.14) il suffit de voir qu'il existe Wy > 0 tel que
(b.C%) £0. (3.19)

Posons J = [N|,N;] et écrivons

Ni-1
Z wl+2wz+2wz,
i=NT4+1 ieJ
H,_/

vl vy
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alors

(,C¥) = D (WinCtr) + (],Cv)) + (v ,Cvl)

ieJ
+ [ @hov) + Y @how) + e
ieJ eJ
+ > (WnCy) + (WLL.Cvh) + (W .Cul)
i,jE€J
i#j

On peut minorer le terme (1),C%) par I'inégalité suivante

(,C%) = Y (i,Chs) = |(B],Cv1)| - | (1,091

€l @) ®)
— 2) |Wl.Ce)| -2 |(wl.C)l
iEJT ieJT
- 2Z|wz,0w] 2|(],Cp)|
WEL (6 (7)

analysons ces sept termes.

(1):

W = [ [af[auwmZaw [aune ]
= [ aktutor / dz2 (k — A(2)) lpia(a)?

S/

=0, E;(k)

> OBk [ (b dE

o la deuxieme égalité suit de p,e™* = ke™™¥; tandis que dans la dernicre
égalité k., joue le méme role que c dans le lemme 3.1. Remarquons que, par
les propositions 2.2 et 2.4, on a

OEi(k) >0  Vk#+oo.
(2)-(3):
2) = (LoDl < wlilicyll

(3.7)
< Feoyl
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et pour [|C¥! |2 on a
levl? = 4 (vl — A7 0l)
< 4 (vl [+ (= AT wl) +4 (vl [ +4 (0, — 4] 1)
+ 4 (W [+ (0 — A )

ieJ
—4(p, He)
< AE +4|(p W) < A(E 4+ W)

la premiere inégalité suit du fait que (v;,Ho;) = 0 pour tout 7,j € N.

Donc
(2) <257 VE+ W, .

De méme, en échangeant T avec |, on trouve

(3) <251 VE+ W .

(4)-(5)-(7): Un raisonnement analogue au précédent montre que 'on a

(4),(7) < 225 E+ Wy,
(5),(7) < 225 /E+ Wo .

(6):

g(k)

(.00l < 2 [ kil ®) [ do k=A@ os@ o)
pour le terme intégré sur z on peut écrire (en posant K = L?(R,dz))
g(k) = [[(k = Dpirpinllo@an < (k= ADeirlliclesxlc
1/2
- (Sozlm(k A) Pi, k) /
1/2

< (pilp? + (k= A)oir)
= Ei(k) ;

donc on a
f(k)

.00l < 2500 VE) [ Tt 0,0 d

_ 2\/(2i+1)B+{/ f(k)dk:+/ f(k)dk:+/ f(k;)dk}
Q; Q; (©

$UQ;)°
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et, par exemple, pour le premier terme on peut écrire

/Qif(k)dk ) </ﬂi|¢j(k)|2dk>l/2(/ |¢i(k)|2dk)1/2
(erwj |2dk> (/m m) /2

< ——1 y -
\/mfkefz; (E;(k)—E)

IN

(3.6)

car on peut choisir €, N Q; = @ (i # j). Un raisonnement analogue sur les
deux autres termes donne finalement

< 2/Qi+ DB, ; 2 '
< 2V(2i+1)B: Wy (% O W“fkeﬂf(Ef(’“’E)Q)

mfkeﬂc. (EJ
J

Enfin on peut écrire

.Ce) = Y OBk, / s (k)| dk

e

- W0{4 E+Wo<gtg+%)

. 1 2 ;
+ > 4/@2i+1)B; (wnfk@;(Ej(k)—Ef i W“fkenf(Ei(’“)E)2> } |

ijeJ
i<j
N

et en utilisant (3.13) le premier terme peut étre minoré par

mlnakEZ(kcl) {1 — W02 ( BT—5)2 + (Bl —5)2 + Z Sup (k) — E)_2>} .
N————

ieJ k}EQC
T

Il faut maintenant voir que Z est strictement positif pour tout choix de
Wy. Ceci se voit en remarquant que, pour tout ¢ € J, k., € €); et que pour
avoir Oy F;(k.,) > 0 il suffit que {00} ne soient pas contenu dans les ;, or
ceci est toujours réalisable.

On voit donc que la condition (3.19) est satisfaite si on choisit Wy > 0 assez
petit.
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L’équation suivante donne la borne supérieure B(J) pour Wy:

A {1 — W02 ((BTl_(g)z + (311_5)2 + Z sup (Ez(k) - E)2> }

C
icg ke

~Wo {4V/E+Wo (3 + 575 ) + 0(E) | = 0. (3.20)

Ceci conclut la preuve du théoreme 3.1.
m

Remarque Le choix optimal des €2;, donc des «; (car k est fixé par la
valeur de E) n’est pas facile. En tout cas il faut qu'ils soient disjoints (voir
I'estimation du terme (¢;,C%;) dans la preuve du théoreme 3.1) et, pour
garantir la positivité stricte du terme Z, il faudra choisir les €2; disjoints de
{£o0} (cette condition est suffisante mais pas forcement nécessaire).

Pour le reste il s’agit de caractériser le comportement, des termes qui de-
pendent de €2;, par rapport a «;. D’une part, lorsque «; augmente les termes

SUPgeqe (Ei(k) — E)7% et \/inkaQc(lEi(k)—E)Q décroissent, ce qui est favorable.

Mais, d’autre part, comme le comportement du terme min;e; Ox E;(k.,) par
rapport a «; est difficile a caractériser (car il dépend des coefficients de Fou-
rier v;), il n’est pas facile de donner la valeur de a; qui est optimale.

3.3 Existence du spectre

Il faut encore voir si A, ,,,(Bx,d) est contenu dans le spectre. Pour cela
on a le théoreme suivant.

Théoreme 3.2. Sous l’hypothese du théoréme 3.1 on a
Amm(B:l:a(S) C O'(H) .

La preuve est une simple adaptation de celle utilisée dans [12]: on suppose
E € p(H) et on montre que, sous certaines conditions, ceci est impossible.
On introduit la fonction

1 siz?+y? < R?
0 siaz?+y?> R?

QR(%?J) = {

et on pose Wi = —Wgg, on “construit” alors I’hamiltonien auxiliaire suivant

HR:H+WR:H0+W(1—9R)
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et on exploite le fait que e 77 — e~ est un opérateur compact. Ceci permet

de conclure que Hgi et H ont le méme spectre essentiel.

Voici trois lemmes sur lesquels se base la preuve du théoreme 3.2.
Lemme 3.4. Soit H ’hamiltonien (1.1) et Hg comme ci-dessus, alors e *Hr—

e tH est trace class, donc aussi compact et
Uess(HR) - Uess(H) .

PREUVE. On considere, plutot que les opérateurs H et Hp, les opérateurs
e tHr ot e~ (¢ > 0).

Dans la représentation de Feynman-Kac-Ito on a les estimations suivantes
sur les noyaux de ces opérateurs [19, §15] (on pose (z,y) = et A = 92+0;):

|(T1|e_SHR|r2)| < eWo (r1|eSA|T2)

‘(7“1|6_8H’7’2>| < o (7“1|65A\7"2)

pour 0 < s <t, avec le noyau du laplacien donné par

7\r —r \2
(7’1|68A‘7"2) _ ﬁ@ 1452
Soit || - ||2 la norme de Hilbert-Schmidt et || - ||, la norme trace class.

Pour f € L?(IR?), considérons l'opérateur intégral de noyau
(£e7) (rara) = flr)(rale™"rz)
avec H égal soit a H, soit a Hg; on a
2 )
= [ an [ analsto Pl )
2 R2 R2
r1—ro|2
< / dry |f(7“1)|2/ dry >0 (4735)26_| KN
R? R?

= e flZe 5 -

erfsfl

En utilisant la série de Dyson on peut écrire

t
e tHr — —tH +/ e~ U=y e—sHr g
0

et donc on peut minorer la norme trace class par

t
et — e, < [ e et as
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Comme pour tout opérateur A trace class on peut écrire A = ST avec S,T
deux opérateurs de Hilbert-Schmidt, en utilisant l'inégalité ||Ally < ||S||2/|T]|2
on a

||e_(t_5)HWRe—sHRH1 < He—(t—S)H\/|WR|H2 H\/|WR|€_SHR

2

d’ou
t
| N e W e It
0 2 2
t 25W0 W
/ ¢ IRl [Well. ds < 00
0o 8my\/(t—s)s
car Wx est borné et & support compact; ce qui montre que e 17 — e~ egt
trace class donc compact [15, thm. VI.21]. Par le théoreme de Weyl [17, thm.
XTII1.14] on conclut que oegs(HR) = ess(H). O

Lemme 3.5. Si W, < B(0), alors pour R > 0 (le cas R =0 donne H = Hp)
on a
O'pp(HR) N An,m(B:l:75> =g.

PREUVE. Posons

Wo(R) = sup [Wg(zy)|= sup |W(zy)(1—gr(zy))|
(z,y)ER? (z,y)ER2

il est clair que Wy(R) < Wy, et comme par hypothese Wy < B(d) on a

Wo(R) < B(9); par le théoreme 3.1 Hg n’aura pas de spectre ponctuel dans
Ay m(Bx,0). O

Lemme 3.6. Pour E € A, ,,(By,0) et ¢ > 0 on peut trouver Ry(e,E) tel
que pour tout R > Ry(e,F)

dist (E,0(HRg)) <.

PREUVE. Comme par hypothese E € o(H,y), il existe un 1y € H tel que

);
I(Ho — E)tho| <

£
2

et on a donc

[(Hr — E)oll = || (Ho+W(1L—ggr) — E) |
[(Ho — E)voll + W (1 — gr) vl
5+ Woll(1 = gr)voll -

IAINA
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Comme on peut prendre (normalisation) |[¢)9]| = 1, pour R tres grand le
deuxiéme terme devient petit, on peut ainsi trouver un Ry(e,F) tel que pour
R > Ry(e,F)
11 = gr)oll < 5
alnsl
I(Hr = E)tol| <5+ 5 =¢
On conclut en remarquant que ||[(Hr — E)to|| > dist (E,0(HRg)) ||¢o]]- O

PREUVE DU THEOREME 3.2. Prenons E € A, ,,(B+,§) et supposons que
E € p(H) (I'ensemble résolvant de H).

Comme p(H) est ouvert, il existe 7 > 0 tel que la boule ouverte B(E,7) C
p(H), donc dist (E,0(H)) > .
Or, dans B(E,7) H n’a pas de spectre, et en particulier n’a pas de spectre es-
sentiel. Ainsi dans B(E,7), Hg ne peut avoir que du spectre discret (oqss(A) =
0(A)\ 0aisc(A)); mais par le lemme 3.5 (pour R > 0) ceci est impossible, donc
Hpr n’a pas de spectre dans B(E,7) et ainsi

dist (E,0(HR)) > 7 siR>0.
D’autre part, en prenant € = 3 dans le lemme 3.6, on a
dist (E,0(Hg)) < 3 si R > Ry (Z,E)

et en prenant R > R (%,E) on a une contradiction, donc E € o(H) pour
tout E € A, n(By,0). O

Conclusion et commentaires

On a donc montré que, pour un potentiel W assez petit il existe des intervalles
entre les “niveaux de Landau” ou le spectre de H est continu (on n’exclut
pas l'existence de spectre singulier continu).

Remarquons que pour E finie on a un nombre fini de croisements entre
E et les branches spectrales. Les sommes et les termes proportionnels au
nombre de croisements (N) qui contribuent négativement dans I’équation
(3.20) sont donc finis.

On remarque que la borne supérieure 3(9) diminue lorsque le nombre de
croisements augmente (on a une borne qui n’est pas uniforme), il n’est donc
pas possible de traiter le cas d'un nombre infini de croisements entre E et les
branches spectrales.
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Remarque: Effet d’une impureté localisée

Le cas plus simple a traiter est celui d'une impureté localisée dans un région
de I'espace; dans ce cas on a que W est a support compact et borné, donc
intégrable, par le lemme 3.4 on conclut que e — e~ est trace class. Par
[8, chap. X, thm. 4.4] on a la stabilité du spectre absolument continu sous
Ieffet d’'une impureté localisée:

UGC(H) = Uac(HO) .
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Chapitre 4

Modele avec mur: effet des
impuretés et stabilité du
spectre continu

4.1 Introduction

L’étude de la stabilité de certaines parties du spectre continu sous l'effet
d’'impuretés étendues est tres similaire au modele précédent, certaines preuves
seront donc “raccouggies”.

L’étude du probl :me Hy¢ = E¢ fait au chapitre 2 a permis de déterminer
le comportement gu égfant des branches spectrales

T = |E
T T

/

oF1G. 4.1 - Les  trois  premieres  branches — spec-
trales. Fi1G. 4.1 — Les trois premieres branches spectrales.

Le but est de montrer qu’il existe des bandes d’énergie A, (B,J) pour les-
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quelles, sous certaines conditions imposées a W, le spectre de H dans A,,(B,0)
est purement continu. On commence par établir les conditions pour I’absence
du spectre ponctuel dans A, (B,d), ensuite on détermine les conditions pour
avoir du spectre dans cet intervalle.

4.2 Absence de spectre ponctuel

Théoréme 4.1. Si Wy < B(6), avec B(5) la borne supérieure de Wy, solution
de l’équation (4.6), alors

op(H) N A (B,6) = .

PREUVE. Pour établir la non existence du spectre ponctuel dans A, (B,0)
on procede en deux étapes.

Etape 1

Le début est identique au cas étudié au chapitre 3 (voir la preuve du
théoreme 3.1), on utilise les mémes notations.

Posons alors A,(B,0) = (2(n+1)B—-462(n+1)B+4d) (0 < § < B).
Prenons E € A,(B,), par la monotonie des branches spectrales et le choix
de E on a

\Ef(k)—E| > |2(n+ 1)+ 1)B—2(n+1)B—6>B -5, (>n.

En suivant la méme trace qu’au chapitre précédent on aboutit aux estima-
tions suivantes

Wi
infreqe (Ei(k) — E)?

[ )i < , @)

> [ wtpar < g (42)

1=n+1

Vo
=llvLl?

—_
vV
L[]
—
s
=
a
ol

o ! 5 S (B B (43)
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Etape 2
Si1p € L*(R?) satisfait Hiy = E1, alors formellement pour tout opérateur
Y on a

(.1, H]y) = 0. (4.4)
Posons Y = —y, alors le commutateur vaut
[iY,H| =2(p, — Bzx) = C'.
Le lemme suivant assure que (¢,[1Y,H|¢) = 0.

Lemme 4.1. Si ¢ est une fonction propre normalisée de H, alors

(¥,2(py — Bx) ) =0

PREUVE. Il suffit d’adapter la preuve du lemme 3.3 du chapitre précédent
en utilisant le fait que le potentiel du mur U est un opérateur positif. Il

Le but est de montrer que, pour certains choix de Wy, (4.4) est mis en
défaut; pour ceci il suffit de voir que, pour certains Wy on a

(¥,C¥) # 0. (4.5)

Ecrivons ¢ = Yoo+, alors

n

®.Ce) = D (¥i.Cr) +
=0 1) =0 @)

+ Z (¥3,C;) + (1,C 1)
=05 (4)

n

Z (wL,CwZ) + c.c.

or, on peut minorer le terme (¢),Cv) par 'inégalité

n

W,CY) > > (i) =2 (11, Cy)
= = (9

= 2 3 |WnCw)| - [(0a,Co)

0<z<]<n e

®3) (4)

analysons ces quatre termes.
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W = [a [ay{e [ar [anwe ™ e}
= [ kot / 4z 2k — Ba)li (o)
—04F (k)

— OuEi(k,) / (k)

ot on a utilisé p,e™ = ke et le lemme 3.1. Remarquons que, par les
propositions 2.3 et 2.5, on a

J/

OE(k) >0  Vk#—oco.

(2):
2) = [(LCv)] < YolllCill
42
< 550U
et pour ||C;||* on a
HCwZHQ = 4 (wla %)
+4WL[ — Bx)* + U] ¥.)
+4§:w¢%+@yJ%V+W¢ﬁ
=0
i
=40, Hep)

donc

(2) <252 \/E+ W, .
(4): Un raisonnement tout a fait similaire donne

(4) <23\ E+ Wy .
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(3):
(3) < 2 / ke 1) 1 ) / 0z |0y (2) [k — Belpia(z)|

g

g(k)

= 2 [ I Wl a2 [ 0l db

szl ®lg)ak
(£2,0Q;)°
(1)

A\

< 2 Qc_\wi(k)!!wj(k)\g(k) dk+2/m [a(R)[145(F)|g (k) dk
2 i (k)15 (F)|g (k) dk

car on peut choisir {; N Q; = & (i # j). Or, par exemple, pour le carré du
premier terme on peut écrire (inégalité de Cauchy-Schwarz sur L?*(R? dzdk))

@ < [ arlu0f [ deleitar?

<),
<

(4.1)

dk [ (k) / dx(k — Br)? i (x)?

Ak 165 (K) / k[ k) / 0 o () Ho(k) 0i4(2)

=(1/J¢?1,Lfo¢i)

¢
J

W02 (E + Wo) )

infken§(Ej(k:)—E)2

un raisonnement analogue sur les deux autres termes donne

\<3>|szwom( L )

Vinfreas (B (R)=E)* | [infyeqe (B;(k)~E)?
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En utilisant les estimations que I'on vient d’établir, ainsi que (4.3) on a
0<i<n
—_—

—l—Zsup )2}

o keQs
_ 2W0\/E+W0{2 Z ( : 1 + — 2 >

infycqc(E;(k)—F)2 inf E;(k)—E)?
0<i<j<n \/ ker( i (k)= E) \/ reae (Ei(k)—E)

(¢,C¥) > min O E;(k. ){I—VVO2

=O(E)

4 (2n+3)315}

et la condition (4.5) est satisfaite pour Wy > 0 assez petit. En effet, étant
donné que le terme 7 est strictement positif (car k., € ; qui par hypothese
(0 < B) peut étre choisi disjoint de {—o0}), si Wy > 0 est assez petit on aura
bien (¢,C) > 0.

L’équation suivante donne la borne supérieure B(J) pour Wy:
I{I—VVO2 +Zsup E)™?

—ZWO\/EJFWO{@(E) + <2n+3)ﬁ} —0. (4.6)

Ceci conclut la preuve du théoreme 4.1. n

Les mémes remarques qui suivent la preuve du théoreme 3.1 sont valables
ici: le choix optimal des €2; est difficile, mais il faut qu’ils restent disjoints entre
eux et disjoints de {—o0}, ce qui assure la positivité du terme Z (condition
suffisante).

On peut regarder le cas particulier d’un seul croisement, c’est-a-dire
lorsque E se trouve entre les deux premiers niveaux de Landau; la condi-
tion (4.6) prend la forme plus simple suivante

akEo<kco>{ Wy (ﬁ + s (Bo(h) ~ E)?) }

1

— E
61 +WOB—5

=0

ou, rappelons-le, k., € (.
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4.3 Existence du spectre

Il faut encore voir si A, (B,0) est contenu dans le spectre. Pour cela on a
le théoreme suivant.

Théoreme 4.2. Sous la condition du théoréme 4.1 on a
A, (B,S) Co(H).

PrREUVE. Il s’agit de vérifier que le lemme 3.4 est valable dans ce cas. Ceci se
vérifie facilement en remarquant que U > 0. Et comme E € A, (B,J), donc
E € o(Hy), le reste de la preuve suit en appliquant le lemme 3.6. O

Conclusion et commentaires

Comme pour le modele précedent on a établi I'existence d’intervalles a spectre
purement continu entre les niveaux de Landau. Aussi ici la borne a Wy, B(9),
n’est pas uniforme et on ne peut pas traiter la limite £ — +ooc.

Remarque Les résultats obtenus avec cette méthode donnent des résultats
meilleurs par rapport a ceux obtenus dans [12]. Ici on ne donne aucune condi-
tion sur la dérivée 0, W, de plus on arrive a traiter le cas y — +o0 pour le
cas du mur polynomial.

La dépendance du parametre p dans I’étude fait par [12] doit étre intro-
duite de facon explicite pour permettre de considérer la présence du mur. Ici,
au contraire, il n’est pas nécessaire d’insérer explicitement p car ’étude des
branches spectrales releve déja 'existence du mur.

Par contre le probleme d’une borne uniforme en n reste ouvert.
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Chapitre 5

Une généralisation: Champ
inhomogeéne avec mur

5.1 Introduction

Dans ce chapitre on considere le cas d’'un champ inhomogene comme au
chapitre 3, et on ajoute un mur parabolique U(x) = 2? dans la région des
x> 0.

L’hamiltonien sans impuretés est donc

Hy=p>+(p,— A)?+U (5.1)

avec
et

Ula) = x? s%xZO'
0 six <0

Apres la caractérisation du spectre de Hy et des branches spectrales F,,
associées a la décomposition de Hy en intégrale directe on ajoute un potentiel
W borné comme dans les cas précédents.

5.2 Branches spectrales

Par le théoreme de Kato-Rellich et le théoreme 2.1, les branches spec-
trales F, sont des fonctions analytiques et le spectre de Hy(k) est ponctuel
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non dégénéré.

Les limites asymptotiques des branches spectrales sont obtenues en re-
marquant que 1’hamiltonien

Ho(k) = p2 + (k— A)’ + U()

est unitairement équivalent a

Ho(k):pi+<k—A<x+%>)2+U<$—I—%>

et donc
lim E,(k)=02n+1)B_, neN

k——o0

car dans cette limite le mur disparait et A <x + %) = B_x + k; d’autre

part

lim FE, (k)= +oc0
k——+o0

car dans ce cas le potentiel U diverge.

Proposition 5.1. Pour tout k € R et tout n € N on a

akEn(k> = 2((pn,k7(k - A)gon,k) >0.

PREUVE. Par le théoreme de Helmann-Feynman on a

Ok En (k) = 2(@nk: (K — A)onk) (5.2)

d’autre part

(nks[— D2, Ho (k)] on k) = (@i, [2B(k — A) — Ul]@n,k) =0. (5.3)

Pour prouver la deuxieme égalité on procede comme dans la preuve du
lemme 3.3; voici une esquisse:

2Bk — A) = U'el” < 8IBIZNIk = pl* + 2 U]

<
< 8(I1BlI% + Dl Ho(k)g]| < oo

car ¢ € D(Hy(k)) par hypothese; on introduit lopérateur Ry = \(—ip,+A) !
(A > 0), il s’agit alors de voir si ||Hy(k)Ra¢|| < oo uniformément en . On a

+oo
|| Ho(k)Ryp|| < )\/ e M He_ip”tHO(k)eip‘”tcpH dt
0
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et comme (on introduit explicitement U(z) = z%9(z), ot ¥ est la fonction
saut de Heaviside)

e P Hy(k)e! = pi+(k—A(—1)*+U(—1t)
= PP (k—A24+20k—A)(A—A(-—1t)+ (A= A(- — 1))
+ (x—t)*9(x —1)

N

'

<(@—1)29(a)
< Hy(k) 4+ 2Bt(k — A) + Bit* —tU' + t*

car

Alx) — Alx —t) = /m B(§)d¢ < Byt.
a—t
On voit donc que
[e=P= Ho(k)eP o|| < [|Ho(k)el| + 2(Bx + 1)[|Ho(k)el|'*t + (B + 1)t ;
le reste est identique a la preuve du lemme 3.3.

En combinant (5.2) et (5.3), pour un By € R*

OEN() =% [ [(B@) -~ B)(A) - B) + 2] [onalo) do

A

clairement U’ > 0; et comme pour tout k£ € R il existe un (unique) zy € R
tel que k = A(xg), en posant By = B(xy) > 0 on a

A = (B(x) = B(z))(A(z) = A(z0)) > 0

I'inégalité suit de la monotonie de A et B. O]

5.3 Stabilité du spectre continu

L’allure des branches spectrales est comme dans la figure 4.1 ou au lieu
de B il faut substituer B_.
La preuve d’existence de spectre continu pour des perturbations suffisam-

ment faibles est exactement la méme que celle du chapitre 4 quitte a changer
Ben B_ et Bx en A(z).

Les conclusions sont donc les mémes que pour le modele avec mur.



CHAPITRE 5. UNE GENERALISATION 40

5.4 Généralisations et perspectives

Sur ce modele on voit que la méthode utilisée dans le cadre de ce tra-
vail, pour déterminer I’absence de spectre ponctuel, se préte pour I'étude de
plusieurs types d’hamiltoniens. Il est clair qu'une question fondamentale a
laquelle il faut répondre avant d’appliquer la méthode en question est celle
du comportement des branches spectrales.

On esquisse ci-dessous les conditions essentielles pour appliquer la méthode
a d’autres problemes d’hamiltoniens bidimensionnels.
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Supposons que 'on ait un opérateur auto-adjoint H = Hy + W, qui agit
dans Pespace de Hilbert H = L*(R?), qui satisfait

1. Hy ne dépend pas de y,

2. Hy > 0 (terme a terme),

3. le potentiel “associé¢” a H, diverge pour |z| — oo (p, fixé), et est
strictement monotone si |z| > Ry,

4. H, est quadratique en p, (ce qui est souvent le cas pour les hamilto-
niens)

5. W est borné (sup, ,epz [W(z,y)| = Wy < o0).

La condition 1. entraine la décomposabilité de Hy en intégrale directe
(Hy = f@ Hy(k) dk), les conditions 2. et 3. impliquent que le spectre de
Hy (k) est ponctuel non dégénéré. La condition 4. est une condition technique
qui permet, d'une part de “récuperer” I’hamiltonien a partir de [—iy,Hy] via
I'inégalité de Schwarz, et d’autre part de conclure que les branches spectrales
sont analytiques.

D’autre part supposons que les branches spectrales (qui existent en vertu
des hypotheses sur Hy) satisfont

6. OxE,(k) >0 localement en k Vn € N.

Soit E € R qui satisfait

1. E€o.(H,y),

2. dist(E,E,(k)) > 0 pour tout n € N et tout k solution de dE, (k) = 0,

3. le nombre de croisements entre E et les branches spectrales est fini,

4. les croisements de E avec les branches spectrales se fait en des points
contenus dans des intervalles sur lesquels les branches spectrales sont
strictement monotones croissantes.

Alors, sous ces contraintes, imposées a 'hamiltonien H et a la valeur F

de I'énergie, la méthode sera applicable et, modulo la possibilité de maitriser
les questions techniques, E € o.(H) pour W, assez petit.

Une perspective pour la méthode développée dans ce travail est I’étude de
systemes pour lesquels on pourrait affaiblir la condition 6. sur les branches
spectrales, ainsi que le point 4. sur le choix de ’énergie E (voir ci-dessus).
Il serait intéressant de pouvoir traiter le cas ou on a des croisements multiples
de E avec les branches spectrales, en des points ou la dérivée de ces dernieres
n’a pas le méme signe.

On donne ici deux exemples en relation avec les modeles étudiés aux chapitres
3 et 4.

— Premierement le cas d’'un champ magnétique inhomogene avec limites
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asymptotiques de signes différents. En effet I’étude des branches spec-
trales (voir I'annexe C, proposition C.4) suggere qu’elles ne sont pas
monotones (au moins pour I’état fondamental).

— Deuxiemement le cas d'un champ magnétique homogene avec deux
murs qui confinent le systeme dans une direction d’espace. Ce cas se-
rait tres intéressant, comme on le verra au chapitre 6, pour son contenu
physique.
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Chapitre 6

Considérations physiques

Les phénomenes physiques qui sont liés a 1’étude des modeles considérés
dans ce travail sont plusieurs, on en traite brievement deux. Pour les deux
modeles on a ceux qu’on appellent phénomenes de localisation et délocalisation
qui sont liés aux systémes désordonnés; pour le modele avec mur on a en plus
Ieffet Hall quantique.

On va donc discuter ces deux phénomenes et leur connexion avec les
résultats obtenus.

6.1 Localisation, délocalisation et systemes dé-
sordonnés

6.1.1 Etats localisés et délocalisés

Si H est 'hamiltonien qui décrit une particule (ici un électron), alors
I'espace de Hilbert H dans lequel agit H peut s’écrire H = H,, ® H., ou
H,, est engendré par les vecteurs propres correspondants aux états liés de
H et H,. correspond au spectre continu H (états de diffusion pour la partie
absolument continue de H..).

On voudrait caractériser le comportement asymptotique des fonctions
propres généralisées de ’hamiltonien [9]. Deux cas peuvent se présenter:

1. les fonctions propres décroissent spatialement assez vite pour étre de

carré intégrable,

2. elles ne sont pas de carré intégrable.
En suivant la caractérisation de Ruelle [18] des espaces H,, et H,. on a:

1. si appartient a H,p, alors il restera essentiellement concentré dans une
région bornée de ’espace pour tout temps,
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2. si ¢ appartient a H, alors il sera diffusé, et la probabilité de trouver
la particule dans une région bornée de I'espace tend vers zéro pour des
grands temps.

Le premier cas correspond physiquement a une localisation du paquet
d’onde et donc une localisation de la particule dans une région bornée de
I’espace, alors que, dans le deuxieme cas, on a une délocalisation.

Du point de vue de la théorie spectrale, ces deux situations reviennent a
classifier le spectre de I’hamiltonien en spectre ponctuel et spectre continu. Si
on a une localisation, donc il existe une fonction d’onde carré intégrable, on
aura du spectre ponctuel, dans le cas contraire le spectre sera continu.

Remarque Le cas d’une valeur propre infiniment dégénérée est subtil. Avec
une base de son sous-espace propre (qui est donc dans L?) on peut construire,
avec une combinaison linéaire infinie, des fonctions qui ne sont plus dans L?.

6.1.2 Effet du désordre et localisation

Supposons que 'hamiltonien Hy décrive I’évolution d’une particule et
que son spectre soit continu. On ajoute alors des impuretés dans le systeme
de telle sorte qu’on ait un systeme désordonné, le nouvel hamiltonien est
H=H,+W.

Remarquons que 'on pourrait ajouter des impuretés, toutes identiques,
sur chaque site d’un réseau périodique; on aura donc une particule qui se
meut dans un cristal parfait.

Pour le potentiel W qui caractérise le désordre on a plusieurs choix pos-
sibles [11], voici deux exemples.

Désordre structurel ou topologique
Ce type de désordre correspond a la description de la matiere amorphe. Le
potentiel W est donné par (pour un systeme bidimensionnel)

W(xy) = Z Vi — 2y — yi)

avec x; et y; des variables aléatoires.
Les impuretés sont distribuées aléatoirement dans le plan R? et elles ont
toujours la méme structure (V' n’est pas aléatoire).

Désordre compositionnel
Dans ce cas on a la description d’un cristal ot on a 'invariance par translation
en ce qui concerne la structure du réseau, mais sur chaque site on a un
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impureté différente. Pour un systeme bidimensionnel le potentiel W est donné
par

W(zy) = ZXz‘,jV(JE )
0,

avec X;; des variables aléatoires.
Les impuretés sont distribuées sur un réseau bien déterminé, mais I’amplitude
est distribuée aléatoirement.

Apres 'adjonction de W on s’intéresse a connaitre sous quelles conditions
le spectre continu de Hy, ol une partie, reste stable (c’est-a-dire il est conservé
apres avoir ajouté W).

Pour des hamiltoniens aléatoires unidimensionnels tous les états solutions
de I'équation de Schrodinger doivent étre localisés aussi faible que soit le
niveau de désordre. Pour les hamiltoniens aléatoires en trois dimensions,
Anderson a montré que, si le désordre est suffisament grand, tous les états
sont localisés [9].

6.1.3 Commentaire des résultats

Dans ce travail on a d’abord montré que, pour les hamiltoniens Hy((1.1)
et (1.3)) le spectre est continu (plus précisement absolument continu) ce qui
correspond donc a des états délocalisés. Apres ’adjonction des impuretés on
cherche a déterminer sous quelles conditions, sur le potentiel W, le spectre
de H = Hy+ W reste continu, c’est-a-dire quelle est la condition pour ne pas
avoir localisation.

On montre que, pour une vaste classe de potentiels qui peuvent étre soit
déterministes soit aléatoires, et sous la condition que sup, ,\cgz [W(z,y)| est
suffisament petit, une partie du spectre continu de Hj reste continu. Plus
précisement on a préservation du spectre continu dans des intervalles situés
entre les niveaux d’énergie correspondant aux “niveaux de Landau”.

6.2 Effet Hall quantique

L’analyse du modele avec mur s’inscrit dans le contexte plus général de
I’étude microscopique de 'effet Hall quantique.
Rappelons brievement de quoi il s’agit (voir par exemple [14] ou [4]).

6.2.1 Effet Hall quantique entier

Considérons un systeme d’électrons bidimensionnel, confiné dans un do-
maine rectangulaire de taille L, x L,, et soumis a un champ magnétique
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constant intense dans la direction perpendiculaire au plan. Alors, sous cer-
taines conditions (voir la suite), le tenseur de conductivité prend la forme

suivante )
0 oy €

o= avec oy = n—

—O0H 0 h

ou e est la charge élementaire, h le quantum d’action de Planck et n un
entier.

Du point de vue classique on relie le champ électrique E au courant J,
via le tenseur de resistivité p, par la loi d’Ohm

pa:a: _pH
E =pJ avec =
p P < PH  Pyy >

_ Ly _ Ly > : : : _
avec Ppy = RLL—I et pyy = RLL_y> ou Ry, est la resistence longitudinale, et pg =
B

ne’

Ry = %, Ry s’appelle la résistance Hall. Classiquement on trouve Ry =
Y
et Ry, inversement proportionnel au temps de diffusion 7 de I’électron.

Dans une approche d’électrons indépendants, les niveaux d’énergie de ce
systeme sont les niveaux de Landau et il sont fortement dégénérés. Le nombre
d’états par unité de surface dans un niveau est ng = %; on définit le facteur
de remplissage (filling factor) par v = % avec n la densité électronique.

Expérimentalement on observe 'allure reportée sur la figure 6.1, pour la
conductivité Hall o = RI_{l en fonction de v.

Il faut remarquer qu’ici on a un gaz de Fermi libre; les états électroniques
sont remplis en accord avec le principe d’exclusion de Pauli. La figure 6.1
montre que la conductivité Hall oy possede des plateaux centrés autour des
valeurs v entiers et présente des sauts lorque v est demi-entier; cette derniere
situation correspond & une denstité électronique qui vaut n = gnpg (r entier),
c’est-a~dire que les niveaux de Landau sont demi-remplis.

Remarquons que lorsque la conductivité de Hall a un plateau, la résistance
longitudinale R, s’annule, et le tenseur de conductivité est a diagonale nulle;
dans cette région le systeme devient non dissipatif.

Pour conclure, il est intéressant de mentionner que lorsqu’on introduit

I'interaction coulombienne entre électrons la conductivité Hall possede des
2
e

plateaux non seulement pour des valeurs entiers multiples de 5-, mais aussi
pour des valeurs du type
2
pe
oy =——
H ah

avec p,q des entieres, et ¢ typiquement impair. C’est 'effet Hall quantique
fractionnaire.
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oF1G. 6.1 - Plateauz de Hall. Courbe  pleine:
prédiction  quantique, courbe  traitillé:  prédiction  clas-

sique. F1G. 6.1 — Plateaux de Hall. Courbe pleine: prédiction quantique,
courbe traitillé: prédiction classique.

6.2.2 Effet des impuretés

Pour observer 'effet Hall quantique entier, la présence d’impuretés joue
un role essentiel; en effet sous l'effet du désordre, les niveaux de Landau
s’élargissent en bandes. Au bord de celles-ci, le spectre est ponctuel et on a
des états localisés, tandis que dans le voisinage du niveau de Landau original,
les états correspondant sont délocalisés.

Or, seulement les états délocalisés peuvent porter du courant a la température
du zéro absolu, on comprend alors I’allure qualitative de la figure 6.1. Lorsque
on remplit une bande (selon le principe de Pauli) on a d’abord des états lo-
calisés, donc la conductivité oy reste constante, mais lorsque la bande est
presque demi-remplie on a des états délocalisés et la conductivité oy a un
saut, puis on retrouve de nouveau des états localisés.

On voit donc que 'effet Hall quantique est étroitement lié a la nature
délocalisée des états au voisinage du centre des bandes de Landau crées par
la présence de désordre [10].

6.2.3 Existence de courants de bord et connexion avec
le modéle avec mur

Regardons maintenant le role joué par le bord du systeme en suivant les
idées de Halperin [6]. Ceci fait la connexion avec le modele avec mur étudié
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dans ce travail.

L’idée principale de Halperin est la suivante. Dans un systeme bidimen-
sionnel confiné d’électrons indépendants, soumis a un fort champ magnétique
perpendiculaire, il existe des états électroniques qui sont délocalisés autour
du bord du systeme. Ces derniers portent un courant, et contribuent a la
conductivité Hall quantifiée (si le niveau de Fermi sur les bords opposés du
systeme est différent). En plus, ¢&s états restent délocalisés apres I’adjonction
d’un désordre pas trop intense. =

oF1G. 6.2 - Géométrie  du  systeme. Le  champ
magnétique B est  constant entre ry et ry et nul
ailleurs. Les  fleches représentent les courants de

bord. FI1G. 6.2 — Géométrie du systeme. Le champ magnétique B est
constant entre r1 et ro et nul ailleurs. Les fléeches représentent les
courants de bord.

Remarquons que cette géométrie correspond au domaine de R? suivant
{(z,y) : 0 <2z <00,0<y<L,}sur lequel on impose des conditions de bord
périodiques selon la direction = (z = = + L,). On voit ainsi que le modele
avec mur considéré dans ce travail correspond a un systeme comme celui-
ci, modulo le fait que 'on impose un seul mur selon y. On va maintenant
discuter les idées de Halperin, et on notera les analogies avec les résultats
obtenus pour le modele avec mur.

I est naturel d’utiliser un systeme de coordonnées polaires (r,1), et de
choisir la jauge ou le potentiel vecteur s’écrit (O,%Br). L’hamiltonien

Hy = p? + (pg — Ag(r))> +U(r)

est alors indépendant de 1) et commute ainsi avec L, (invariance par rotation



CHAPITRE 6. CONSIDERATIONS PHYSIQUES 49

dans le plan, L, étant le moment cinétique de nombre quantique m), il est
donc décomposable (en somme directe).
Les pseudo-fonctions propres, loin du mur, s’écrivent

imd

\/ﬁ(pn(r - Tm)

¢n,m (Ta’&) =

avec @, les fonctions propres de l'oscillateur harmonique et r,, = 4/ %”, ceci

a condition que r; < 1, < ro et |1 — ry| > .~ \/ig pour i = 1,2 (pas de
mur, on suppose r. < 11,12 —11); les énergies associées sont £, = (2n+1)B.
Pour r,, ~ r; (r, = r — are, a petit), ¢ = 1,2, la situation est différente
et leffet du mur doit étre considéré. Les pseudo-fonctions propres de H,
peuvent s’écrire

imd

V2r

ou n indexe le nombre de noeuds de la fonction d’onde radiale, —oo < r—r,, <

r9 —Tm, Si on considere le mur externe, et ry —r,, < r—r,, < 0o si on regarde

pres du mur intérieur; cette condition revient donc a poser v,, = 0 sur le bord

de I'anneau. L’énergie pour 7, < r; est une fonction monotone, les “branches
“sur la figure 6.31.

¢n,m(rﬂ9) = wn(r - rm)

syuourooedor ey,

B

5B

3B

oF1G. 6.3 - Allure qualitative des ni-
veaux d’énergie (remarquer que T'm ~
vm). F1G. 6.3 — Allure qualitative des niveauz d’énergie (remarquer que

Tm ~ /).

1. Remarque: les branches spectrales sont, par définition, des fonction de la variable m
(qui équivaut & la variable k des chapitres précédents), dans la figure 6.3 on reporte E,, .,
comme fonction de r,,, ceci se “justifie” part le fait que r2, ~ m.
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On peut calculer le courant azimutal porté par les états ¢, . Il vaut
(dans les unités choisies ici m = 1 (la masse) et e = 1)2

Lo = 2/0 (G (r9) 2 (22— Ag(r)) dr

Dans la situation ot 7, est a 'intérieur de anneau (r; < r,, < r3), on peut
écrire

L, —2B / (G (1921 — 1) dir
0

car pour |r,, —r| > r. la densité de probabilité |¢,,|* décroit tres vite.
D’autre part |¢,.,|* est symétrique par rapport a r = r,, de telle sorte que
I'intégrale est nulle: le courant total dans ’anneau est donc nul.

Lorsque par contre r,, est prés du bord |¢,.,|[* n’est plus symétrique et
Im #0, il y a donc des courants sur les bords de I’anneau.

Ces résultats peuvent se voir aussi en remarquant que

I, = 9%mm
’ om

si B > 0 pour r,, ~r; on a I,,, <0 et pour r, ~ryona l,, > 0.

Pour trouver le courant total, porté par les états aux bords de I’anneau,
il faut sommer sur touts les états (n,m) occupés. Pour cela supposons que
le niveau de Fermi soit situé entre les niveaux En_; et Ey a l'intérieur de
I’anneau, et qu’il prend les valeurs El(,l) =+ E}Q) pour r = ry et r = ro; alors
on trouve

F

] - (Ei,mmax - Ei,mmin)

7

- N (B -EY)

Il
=)

On voit donc que, si les niveaux de Fermi aux bords du systeme sont différents,
il y un courant non nul qui circule dans I’anneau.

Considérons maintenant la situation ou il y a un désordre aléatoire dans
le systeme, représenté par un potentiel V. Supposons que I’énergie de Fermi

2. Le courant considéré ici est défini par la formule

Inm = e/TeR+ gb:,m(r,ﬁ) % (%89 — Ag(r)) G (1,0) drr .

0 fixée 4
0
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soit située entre les les niveaux Fn_; et Ey comme ci-dessus. Pour r ~ r; il
existe des états avec une énergie pres de Er (ce qui n’est pas le cas a U'inter-
ieur de I'anneau). Développons alors ces états ¢ sur la base des ¢, ,, définis
précédemment, et soient c,, ,,, les coefficients de Fourier de ce développement.
Considérons le cas r ~ rs.

Les coefficients ¢, ,, avec n > N — 1 seront petits, de I’ordre de %; tandis que
les autres (n < N — 1) seront assez grands, sauf si |[ro — 7, > ..

Le courant porté par un état 1 est donné par

Iy = (.2 [2 - Ay]y) = Z Cro o Conir Iz
avec

') 21
Tt = - / dr / 09 60 (120 b (r20) (2 — Ap(r)) dir
0 0

Les termes non croisés (n = n') sont identiques au courant défini pour le
systeme non désordonné, ils sont donc non nuls; les termes croisés (n # n'),
par contre, deviennent petits lorsque % diminue. Ainsi, méme en présence
d’un faible désordre il existe encore des états localisés radialement pres du

bord qui portent du courant, I,, # 0.

Remarques

— On remarque la ressemblance de ces résultats avec 1’étude du chapitre
4. Pour prouver qu’il existe du spectre continu entre les niveaux de
Landau, si le désordre est suffisament petit, on a supposé 'existence
d’une fonction propre pour une énergie qui se trouve entre ces niveaux;
on a ensuite montré que ceci est impossible pour un faible désordre.
Pour prouver cela on a utilisé le commutateur [—iy,H|. Or, sa valeur
moyenne sur un état propre ¥ de I’hamiltonien H doit étre nulle; mais,
comme (¢,[—iy,H|) = I, on voit bien que ceci est impossible si le
désordre est assez petit: on a donc “établi” une analogie entre le résultat
de Halperin et celui du chapitre 4.

— Il faut remarquer le role essentiel joué par le(s) bord(s) du systeme pour
les modeles “systeme Hall”; role joué par I'inhomogéneité du champ
magnétique dans le modele avec B inhomogene. Ce sont en effet ces
¢lements qui permettent l'existence d’états délocalisés qui portent du
courant.
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Commentaire sur les deux modeles étudiés

Dans les deux cas, on montre que si le désordre est assez petit, alors la valeur
moyenne de (¢,[—iy,H|y) ne peut pas étre nulle; donc il n’existe pas de
fonctions propres 1 € L*(R?) qui correspondent & 'énergie choisie.

Comme on vient de le voir, (¢,[—iy,H]i) correspond au courant porté par
I'état 1) selon y (dans les unités choisies!); ainsi, du point du vue physique,
la non nullité de (¢,[—iy,H]v) se traduit par la présence d’'un courant dans
la direction y.

L’état ¢ considéré est délocalisé selon une direction (la direction y dans
le cas des modeles étudiés), et localisé dans la direction perpendiculaire a la
premiere (donc selon z). Le paquet d’onde, selon la direction x, est localisé
autour de la coordonné z = x(FE) qui dépend de I’énergie considérée.

Cette valeur, pour le cas du modele avec mur, correspond a z ~ — k*](gE), donc
pres du bord pour un champ B assez intense. On voit ainsi que, pres du mur,
il existe des courants, et que celles-ci persistent pour un faible désordre.
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Annexe A

Décomposition en intégrale
directe

Représentations sur L?(R) des translations dans R

L’espace de Hilbert que 1'on considere est L?(R,dy).
L’opérateur p, = —i0, est le génerateur des translations selon la direction y,
il génere la représentation unitaire fortement continue {U(a)}, . avec

Ula) = e P,
Prenant la transformée de Fourier sur la variable y, on a

(Fypy0) (k) = k(. k)

et donc o
(FyU(a)y) (x.k) = e ™ (k) .

Comme F, est unitaire L*(R,dk) ~ L*(R,dx); or L*(R,dk) peut s’écrire [1,

chap. 3]
=2

L*(R,dk) = / C dk
R
(C est 'espace des valeurs des fonctions f que l'on considere, c’est-a-dire
f R — C, il est aussi appelé fibre).
Sur L?(R,dk) la représentation U(a) peut donc s’écrire

Ula) = /R " Uela) dk

avec Uy (a) la multiplication par e~
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Remarque Comme (R,+) est un groupe abélien, toute répresentation irréductible
est de dimension un [1, chap. 2]. On a donc décomposé U(a) en une intégrale
directe de représentations irréductibles.

Représentations sur L?(R?) des tranlations dans R

Considérons maintenant l'espace de Hilbert L?(R? dzdy). On va le ca-
ractériser comme suit ',

Comme L?(R?*dzdy) est isomorphe a L*(R,) ® L*(R,) il est aussi iso-
morphe a L? (R,; L*(R,)) (voir [15, chap. 2]) et si on définit opérateur uni-
taire 7 = I ® F,, qui n’est rien d’autre que la transformée de Fourier sur y,
alors on peut écrire

L*(R? dzdy) ~ L* (Ry; L*(R,))
qui est la forme que ’on va considérer.
On peut écrire
@

I (Ru P(R) = [ PRk (A1)

et la représentation des translations dans L? (Ry; L*(R,)) s’écrit donc

Ula) = /R@ Uk(a) dk

avec Ug(a) = e*ik“]Lz(Rﬁ).

Décomposabilité de H,

Soit H un hamiltonien qui agit dans L?(R? ,dxdy) indépendant de y, alors
on aon a [p,,H| = 0 et aussi [U(a),H] = 0, si {U(a)},cx est la représentation
engendrée par p,.

Or, on vient de voir que U(a) est décomposable en intégrale directe sur
la fibre L?(R,), ce qui correspond & la décomposition (A.1) de I'espace de
Hilbert. Comme [U(a),H] = 0, par rapport a cette décomposition, I’hamilto-
nien H admet aussi une décomposition en intégrale directe sur la méme fibre

L*(R,):
@
H:/ Hy, dk
R

avec Hy qui agit, par rapport a k comme k I2(g,).

1. on note L?(R,) pour L?(R,da)
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Remarque Pour étre précis il faudrait écrire H = fﬂf Hydk avec H =
FHF™" avec F défini plus haut (H et H sont unitairement équivalents). La
méme remarque s’applique a U(a).
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Annexe B

Hamiltonien aléatoire

Modele stochastique

Dans cet annexe, on considere le cas ou les impuretés sont distribuées
aléatoirement. La modélisation consiste a placer une impureté localisée et
bornée sur chaque site du réseau Z? = Z x Z.

Mathématiquement, on modélise cette situation comme suit. Pour tout
w € € on a une réalisation d’un potentiel aléatoire V, qu donne un hamilto-
nien aléatoire

H,=Hy+V,.
Tout w assigne a un site du réseau Z? une valeur comprise dans 'intervalle
[—1,1]; I'ensemble fondamental s’écrit alors Q = X 2[-11] = [-1,1]%. La
o-algebre F définie sur 2 est celle engendrée par les cylindres, c’est-a-dire
les ensembles de la forme

{w € Q | w(nl,ml) € A17 cee >W(n1,m;_7) S Af} )

avec (n;,m;) € Z* et A; C [—1,1] un ensemble borélien, (1 < i < (0 €
N); (2,F) est un espace mesurable sur lequel on va définir une mesure de
probabilité.

On choisit un potentiel type modeéle d’Anderson,
Vo(z,y) = Z Xpm()V(z—ny—m), we
(n,m)€eZ?

avec:

~ V un potentiel borné tel que V(z,y) = 0si /a2 +y2 > 1,
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— X,,,m des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées
(i.i.d.) (qui caractérisent donc le désordre)

Xom : 0 — [—1,1]
w — Xpm(W) = wmm) -

Comme les X, ,,, sont i.i.d. la mesure de probabilité sur (£2,), définissant
I'espace de probabilité (Q2,F,P), est simplement la mesure produit

avec Py(A) =P (X, n(w) € A) pour tout A borélien et (n,m) € Z?.

Le fait que les variables aléatoires sont indépendentes entraine l'ergodicité
de la mesure P et de V,, (théoréeme 0-1 de Kolmogorov); le groupe qui laisse
invariant la mesure P est celui des translations sur Z2.

Le spectre de H,

Par des arguments généraux, on a le théoreme suivant qui assure, qu’avec
probabilité 1, le spectre de Hy est contenu dans celui de H,,,.

Théoréme B.1. Soit w € Q) et H, = Hy + V,, comme ci-dessus, alors on a
o(Hy) C o(H,) P—p.s..

PREUVE. Comme P est une mesure ergodique il suffit de prouver que pour
tout w € ' C Q, avec P(2) > 0, il existe € > 0, ¥ normalisé tel que si,
E € o(H,),

I(Ho — E)pl| <e.

Or, comme F € o(H,) il existe € > 0 et ¢ de norme égale a un tel que

I(Ho — E)|| <

£
3 -

Prenons

QO = {w € Q‘ | Xm (W) - Y (n,m) € BL}

<
| - 3SUP(I’y)ER2 |V(ac,y)|’
avec By, le carré de coté 2L + 1 centré a 'origine. Remarquons que, comme le

support de la distribution de probabilité associée aux X, ,, contient I'origine,
on a bien P(Q') > 0.
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Or, on peut écrire

Vool < || Y. Xom@V(e—ny—m)

(n,m)eBr,

+ Z Xpm(w)V(x —n,y —m)

(n,m)€eB],

< 5+ sup [V(zy)lllxss ¢l
(z,y)€R?

avec xpe la fonction caractéristique du complementaire de Bz. Choisissons
alors L assez grand pour que le deuxieme terme devient plus petit ou égal a
€

5.
On a donc ||V 1] < 2¢ et ainsi

I(Ho — E)¢|| < |(Ho — E)¢[| + Vol < e

Commentaires

Le théoreme B.1 montre que, avec probabilité 1, le spectre de H est
contenu dans celui de H, et donc il en va de méme pour les intervalles
Apm(By,0), An(B,9) et Ay, (B_,0) considérés aux chapitres 3, 4 et 5.

Il est clair que si le potentiel V', qui définit V,,, satisfait sup, , g2 [V (2,9)] <
Wy alors il en va de méme pour V,,; donc si la condition du théoreme 3.1
(respectivement 4.1) est satisfaite on aura que pour presque tout w € Q le
spectre de H,, reste continu dans les intervalles A, ,,(B,0) (respectivement
Au(B).0)).

Les théoremes 3.2 et 4.2 sont plus fortes que le théoreme B.1, car as-
surent 'existence du spectre (qui est continu) dans les intervalles considérés
ci-dessus pour tout w € (2, c’est-a-dire, pour toute réalisation possible de
I’hamiltonien aléatoire H,,,.
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Annexe C

Quelques résultats sur le
modele avec B inhomogene
lorsque B+ > 0> B_

Dans cet annexe on donne quelques résultats sur les branches spectrales
lorsque les limites asymptotiques B4 ont un signe opposé.

Sur R_ on caractérise les fonctions F,, sous des hypotheses assez générales,
tandis que sur R, on ne traite que la branche spectrale E, dans un champ
magnétique tres particulier.

Les hypotheéses générales suivantes sont faites?:

1. BGCW(R)etpourtouthRona%>O,

2. lim, 4+ B(xz) = B4, avec B, >0 > B_.

Non dégénérescence et analyticité

La proposition 2.1 reste valable aussi dans ce cas: les branches spectrales
sont des fonctions analytiques et pour tout k£ € R le spectre de I’hamiltonien
Hy(k) est (ponctuel) non dégénéré.

Limites asymptotiques

Considérons d’abord la limite £k — —oo.

1. Dans la suite on sous entend la validité de ces hypotheses sauf mention explicite du
contraire.
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Proposition C.1. Pour toutn € N et k <0
E.(k) >k, keR_

d’ot

kEmOO E. (k) =+00.
PREUVE. Soit C' = k? et Hy = Hy(k) = p2 + (k — A)?, alors pour k < 0
on a Hy > C; en effet on a Q(H}) C Q(C) = L*(R) (Q(T) le domaine de
forme de T); et comme A(z) > 0 pour tout z, (¢,Hrp) > (p,C¢) pour tout
¢ € Q(Hy). Par le principe du min-max on a pu,(Hg) > p,(C) [17, sect.
XII1.1/2], avec pi,(Hg) = E,(k) et pu,(C) = k* ce qui conclut la preuve. [

Une estimation pour une borne supérieure peut étre facilement trouvée
pour l'état fondamental grace au principe variationnel. Un calcul avec la
fonction d’essai

ou B > 0, montre que pour

B(z) =

B_. siz<0
B, six>0

on a

Ey(k) Sk*—=Ck, C>0

pour k — —o0.

Le cas k — +o0 est plus dificile. Considérons I'hypothése (B) suivante:
B est donné par

B(x) =

B_ siz<O0
B,y sizx>0

avec By > |B_|.

Proposition C.2. Sous I’hypothése (B) on a
lim FEy(k) =|B_|.

k—+o00

PREUVE. Soit Hy = Hy(k). Grace au principe variationnel on trouve une
borne supérieure a Fjy, et I'inégalité de Temple [17, thm. XIIL.5] donne une
borne inférieure. Soit ¢ € D(Hy) avec ||p|| =1 et By > Ey > (¢,Hyp) alors

(¢, Hyp) — (¢, Hrp)?
Ey — (¢,Hyp)

(o, Hpp) — < Eo(k) < (¢,Hpp) .
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Choisissons

plx) = (@)1/4 3Bl (a )’

(e

et écrivons Hy = H; + W avec

2

2
b JBE e ) \B_|2<‘B—’“_|+x> sia>0
0 six <0
alors
(o, Hrp) = |B_|+ (p;We)
(p,HYp) = |B_>+ (0.W?p) +2|B_|(¢,Wo)

car H; ¢ = |B_|p. Le calcul des intégrales donne [5]

(o) = Bk B+ g (8- 1B-P) )
o ()
(eW2) "2 (B2 |BP)" & (B, +|B|)*

- 4B |B|>B++|B_|>T%R}\/%e‘“”3*'

avec R =1 — O (k%) et T la fonction gamma d’Euler. On trouve donc que
pour k — 400

+

(eWe) = O (D(k)e™)
(pW%) = O (D(ke™)

avec D(k) une somme de fonctions en k=, o € N.
Ainsi

[B-1 -0 (D(’“)e_k2> < Ey(k) < |B_|+0O <]D)(k)e"f2>

et on a bien limy ., Fo(k) = |B_|. O
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Remarque importante Dans la preuve précédente on n’a pas montré
existence de Fj.

Sur la base de I'observation qui suit on conjecture que les niveaux asymp-
totiques en k = +oo sont {(2n + 1)By |n € N},

D’une part on remarque que (on pose Hp = Hy(k)) pour tout £ € R
I'hamiltonien Hy, (2.1) est unitairement équivalent a

fe=p2r (k- A (et 55))

k)> = B,x+k, ’hamiltonien

est celui d’un oscillateur harmonique de pulsation B, donc les valeurs (2n +
1)B, sont les limites d'une famille de valeurs propres de Hj.
D’autre part 'hamiltonien Hy (2.1) est aussi unitairement équivalent a

et comme dans la limite k — +ocoona A (a: + %

Bo=p2t (k=A(r+ 5i5))

et comme pour k — +00, on a A (x + ﬁ) = B_x + k, les valeurs (2n +

1)B_ sont également les limites d’'une famille de valeurs propres de Hy 2.

Cela implique donc que si By > |B_|, alors le premier niveau excité reste
separé de I'état fondamental, ce qui permettrait d’en déduire I'existence de
F), au moins pour k assez grand.

Monotonie
Partie k € R_.
Proposition C.3. Pour tout k <0, n €N on a
OEn(k) <0.
PREUVE. Par le théoreme de Helmann-Feynman on a

Ok En(k) = 2(nk,(k — A)@nk)

or comme A(z) > 0 pour tout z € R si k& < 0 on conclut facilement que
OB, (k) < 0. O

2. Remarque: si cette conjecture est prouvée, alors on a les limites asymptotiques pour
un champ magnétique assez général.
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Partie k € R,.

Proposition C.4. Sous l’hypothése (B), pour k > 0 la fonction Ey n’est pas
momnotone.

PREUVE. Comme, limy_., Fo(k) = |B_| et la fonction FEy est continue, il
suffit de montrer qu’il existe un kg > 0 tel que, pour une fonction variation-
nelle ¢, on ait l'inégalité

(0, Ho(k)p) < |B-],

alors pour ko on a Ey(ko) < |B_|, vu que (¢,Ho(k)p) > Eo(k).

Choisissons ¢ et la décomposition de Hy, = Hy(k) comme dans la premiere
partie de la preuve de la proposition C.2; alors on a (¢,Hyp) = |B_| + A(k)
avec (apres le calcul des intégrales [5])

_ [|BJe Bl Loy e—k?/IB-|
A(k) = —/ - 2 2(B++|B_|)+8k2 (BY = B%) 40 =

d’olt on conclut que pour k assez grand A(k) < 0. O]

Spectre de H,

Comme les branches spectrales sont des fonctions analytiques non constantes,
le spectre de Hj est purement absolument continu, et on a

0(Hy) = 04.(Hg) = [B*, + )

avec B* = infyer, Eo(k).

Commentaires

— On remarque que, contrairement au cas ou le champ magnétique possede
deux limites asymptotiques de meéme signe, ici on n’a plus la monotonie
au moins pour la branche spectrale correspondant a I’état fondamental.

— La source des difficultés pour le cas & > 0 peut se voir déja dans le cas
d’un champ magnétique comme celui supposé par I’hypothese (B). En
effet lorque k& < 0 le potentiel V}, est un puits de potentiel parabolique
déformé, par contre, pour k£ > 0 on a un double puits non symétrique;
on voit donc que les deux problemes unidimensionnels sont entierement
différents et que le deuxieme probleme est plus compliqué.
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— Dans la preuve de la stabilité du spectre continu, sous 'effet des impu-
retés, on utilise le fait que la dérivée des branches spectrales est positive
(ou, plus généralement, a un signe constant). Ici cette méthode pour-
rait s’appliquer seulement sous certaines conditions (déja exposées a
la fin du chapitre 5): croisements dans des intervalles sur lesquels les
branches croisées sont strictement monotones.
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